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Über Untergruppen direkter Produkte von drei Faktoren. 


Von Robert Remak in Berlin. 





Das Ziel mehrerer vorangehender Arbeiten !) war es, die Möglichkeit der Darstellung 
einer endlichen Gruppe als Untergruppe eines direkten Produktes zu untersuchen. Die 
Gestalt der Untergruppen direkter Produkte, abgekürzt der subdirekten Produkte, war 
nur für 2 Faktoren untersucht worden; ein subdirektes Produkt zweier Faktoren war 
stets ein meromorphes Produkt; zwischen den beiden Komponenten besteht ein Iso- 
morphismus zwischen Faktorgruppen (Meromorphismus), und die Untergruppe des di- 
rekten Produktes erhält man durch direkte Multiplikation lediglich je zweier durch den 
Isomorphismus einander zugeordneter Komplexe der beiden Faktorgruppen. Für 3 
und mehr Faktoren ließen sich ebenfalls meromorphe Produkte bilden; diese waren aber 
sehr spezielle Fälle des allgemeinsten subdirekten Produktes. 

Der $ 1 der Arbeit DUDP bildet auch den Anfang der Untersuchungen dieser Arbeit, 
deren Aufgabe es ist, die Konstitution eines subdirekten Produktes dreier Faktoren dar- 
zustellen. Von der Unzerlegbarkeit der Faktoren wird in dieser Arbeit keine Rede sein, 
und die vorangehenden Arbeiten werden mit Ausnahme von DUDP $1 nicht benutzt. 
$ 1 der gegenwärtigen Arbeit enthält Sätze über Untergruppen und invariante Unter- 
gruppen eines subdirekten (also meromorphen) Produktes zweier Faktoren. $ 2 behandelt 
die subdirekten Produkte dreier Faktoren. Die in DUDP 81 behandelte geometrische 
Darstellung ist für alle Sätze dieser Arbeit anwendbar. Es erleichtert das Verständnis, 
sich alle Herleitungen dieser Arbeit eben bzw. räumlich vorzustellen. Ich muß aber die 
Bildung der zugehörigen geometrischen Vorstellungen dem Leser überlassen, da deren 
ausführliche Erörterung den Umfang der Arbeit zu sehr vergrößern würde. Der erste Teil 
des $ 2 überträgt einfach die in $1 gewonnenen Sätze auf die zweidimensionalen Kom- 
ponenten des subdirekten Produktes dreier Faktoren; die geometrischen Darstellungen 
sind also zweidimensional; dann folgen Sätze mit dreidimensionaler geometrischer Dar- 
stellung. Lediglich in $ 3 folgen einige Sätze, zudenen DUDP $2 herangezogen wird. 

Die Numerierung erfolgt in $1 für die einzelnen Lehrsätze, in $$ 2 und 3 läuft sie 
durch. Formeln, die als Ergebnis an sich von Interesse sind, sind in $$ 2 und 3 durch 
Fettdruck der Nummer hervorgehoben; diese werden jedoch im Text ohne Fettdruck 
zitiert. 


8 1. 
Hilfssatz 1: Es si © < WU, B<iN; dann ist 


(B,Ö)<iÖ, 








!) R. Remak (sämtlich im Journ. f. Math.): „Über minimale invariante Untergruppen in der Theorie 
der endlichen Gruppen“, Bd. 162 (1930), S. 1—16, zitiert MIU; „Über die Darstellung der endlichen 
Journal für Mathematik. Bd. 166. Heft 2. 9 
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Beweis: Es sei G< ©. Es ist, da B<: N, G<NU ist, 
G-(B,Ö)-C"'<CBC"'=%B, 


ferner | 
G-(B8,0)-C"'<6, | 

mithin 
G:(8B, 6)-G"<(8,6), 


also wegen der Gleichheit der Ordnungen 


G: (B ’ 6) n G”" _. (B ’ Ö) ’ 





(B,G)<:i®. 
Es seien 
(B,6)-G, =1,2..,%) 
die verschiedenen Komplexe der Faktorgruppe (8, ©) . Es soll gezeigt werden, daß ver- 


schiedene dieser Komplexe durch Multiplikation mit ® in voneinander verschiedene 


Komplexe der Faktorgruppe 5 übergehen. Angenommen, das wäre nicht der Fall, so 
wäre einerseits 

(8,6):-5,#(8,6)-% , 
andrerseits 


B-(B8,0)-6,=-B6G,=-B-G,. 
Hieraus würde folgen 
B-6,6'=8; GG <8B. 
Da aber auch 
6,6. <®, 
so wäre 
G,G,'< (8,6), 
also 
(8B,6)-6,6G5'= (8,6), 
(8B,6)-6,=(8B, 6) -G, , 


was der Voraussetzung widerspricht, daß diese beiden Komplexe voneinander ver- 


schieden sein sollen. Mithin liefern die verschiedenen Komplexe von nach 


Be. 
(8, ©) 


Multiplikation mit ® voneinander verschiedene Komplexe der Faktorgruppe = Die 


Gesamtheit dieser Komplexe liefern die Elemente von 8-&. Es ist 9 mit allen Ele- 
menten, also auch mit jeder Untergruppe von X vertauschbar; es ist 


(B-6)-(B-6)=B-(B-6).6=-B8-836-6=%-6. 





achtet 


Mithin ist ®- © eineGruppe. Jeder Komplex der Faktorgruppe u enthält genau einen 


. 16) ' 
Komplex der Faktorgruppe (8,6) Wir wollen sagen, die erste Faktorgruppe „schließt 
I 
Gruppen als Untergruppen direkter Produkte“, Bd. 168 (1930), S. 1—44, zitiert DUDP; „Über die erzeu- 
genden invarianten Untergruppen der subdirekten Darstellungen endlicher Gruppen“, Bd. 164 (1931), 
S. 197—242, zitiert EIUSD. 





die 
so 
Ko 


mo 


so 


mit 


Wi 


wo 
gru 


wol 


un 


au 


so 


als 








EEE ee ’ ER 


Break 





BR ENTE 








Remak, Über Untergruppen direkter Produkte von drei Faktoren. 67 


die zweite ein‘, wenn die Komplexe der beiden Faktorgruppen sich eineindeutig einander 
so zuordnen lassen, daß jeder Komplex der zweiten Faktorgruppe im zugeordneten 
Komplex der ersten Faktorgruppe enthalten ist. 

Die einschließende und die eingeschlossene Faktorgruppe müssen einander iso- 
morph sein. Wenn nämlich 


(8,6)G,:(8,6)G 2. (B,®)G; , 
so erhält man durch Multiplikation mit 9 
86,890, =DdG;,, 


mithin 
_® 6 
(8,6) B 
Wir wollen schreiben 
d.6_ © 
BB (8,6) 


Hierunter soll die eineindeutige isomorphe Zuordnung verstanden werden, bei der jeder 
Komplex der linken Faktorgruppe dem in ihm enthaltenen Komplex der rechten Faktor- 
gruppe zugeordnet wird. Wir wollen auch umgekehrt schreiben 

(8,6) 8 
wobei jeder Komplex der ersten Faktorgruppe im zugeordneten der zweiten Faktor- 


gruppe enthalten ist. 
Satz I: Es sei 


G<G<UWXN, , 


$ = dı x 9 8 - Pıx Pd 
= —2xX en 
e, 6, 1% 


worin die Zeichen Y und y zur Unterscheidung der Isomorphismen dienen. Dann ist 
B, < DB] y D, < B, y 
und es ıst, wenn 
BG wB,-G&, 
auch 
B,-6&, TB,-ß, . 
Beweis: Jedes Element von ® ist Element von ®, also ist jede Komponente eines 
Elementes von © Komponente eines Elementes von ®, mithin 
Bd, < DB, D,<D . 
Wenn 
B,-& uw BG, 
so ist 
B,xB,<®6<®6, 
also ist auch 
B,:-&, TB;:6, . 
Satz Ia: Umkehrung von Satz I: Wenn 


B<B, B,<B, 
g* 
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und zwischen zwei Isomorphismen 
%ı _ ® a“ 
&'% 6 & 
die Beziehungen bestehen, daß wenn 
B,-&, rB,:& s 
auch 
B,-&, TB;-6&, ; 


so ıst, wenn man 


o- 2x Pd und B-ıxP 
6, 6, 1, 
bildet, 
G<6G 


Beweis: Wenn 


so 1st 
B,xB,<6; 

wenn 
B,-&, rTB,-&, 

so Ist 


B,xB,<®. 
Die Voraussetzung besagt also, daß jedes Element von & auch Element von ® ist, mithin 
ist ®< &, was zu beweisen war. 
Satz II: Unter den Voraussetzungen des Satzes la ist 














(1) &G<6,, G<(;; 
(8, ’ G,) (B, ’ G,) 
2 — T ; 
(2) c Ni c, 
BC B B B,-€ 
3 hm DR. PL... em . 
e en (3, , 6) u (B; , &) 7 G, 
BC, _B: |, i 
” ci 
(4 (8, , ©) (B, , ) m 
> .,. x EEE u — N 
(2) ( 1 2) C T c, [ ] 
-(d, B,C)x(8,%)) [= (6,W]; 
(6) xy Aura ng; 
&, ß, 
u HE 
(7) da ABB. it: 
(a) 1 ( ir (8, , 6,) [ ı) 
(b) u. a un eh: 
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(8) u Et IE a: 


9) (6-6, 6-)=G-((B,C)xX (B,C,)) [=6-U]. 


Vorbemerkung: Aus den Voraussetzungen des Satzes la folgen diejenigen des Satzes I 
und umgekehrt. Wir hätten also auch die Voraussetzungen des Satzes I machen können. 


Die Behauptungen (1) bis (4) sind Behauptungen über Komponentengruppen, 
mögen daher auch aus den Voraussetzungen des Satzes la hergeleitet werden, die von 
Komponentengruppen handeln. Die zu beweisenden Behauptungen (1) bis (4) ergeben 
sich als notwendige Bedingungen dafür, daß 


5 - dı x % = dıx Ps, 
& 7 8, 516, 
Beweis des Satzes II: Es sei C,<&,. 


Es ist 
= 1EG=G; 
also ist nach der Voraussetzung auch 
C-&TE-&=8,. 


Da 
eG, =E-&, TE-Q&, , 
so ist 
C, ® &, Zn 6, y 
also 
C, < &, y G, & ß, , ebenso G, u, ß, . 


Das ist Behauptung (1). 
(Wenn man 


ÖG<G<UXN, 
voraussetzt, so kann man auch schließen 
(6,6) =(6, (6, 4,)) u (6,6, 4,) - (6, A,) vn C, ) 
mithin 
&G<ß,, ebenıo &<d,. ) 
Es ist also auch, da €, <;%,, die Beziehung 


CE, <i(8,,6)), ebeno (,<i(B,,C,) 
erfüllt. 
Wir gehen zum Beweise der Behauptung (2) über. 


Es sei Dd,< 8,, so daß C,< D,und 


dann ist nach der Voraussetzung 


G:.8,6) _E6_ 5 D, 
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Nun ist aber E-6, TE-€@,, mithin ist 
G,.d,=&, D<G, D<(B,G). 
Wenn Ord & die Ordnung der Gruppe & bedeutet, ergibt sich 


Ord Pr) _ oa De < or Pr) 
1 2 C, 
Ebenso läßt sich zeigen 
Ora Ber) org Br) . 
2 u c, 
mithin 
Ora Bir &) _ org (Bar &) 
1 G, 
D, zu (B, ) ß,) ) 
GC, ß, 


’ 


Das ist Behauptung (2). 
Da 


B,< B, , ,<i B, > 


so ıst nach Hilfssatz I 
(B,C)<iB , ebenso (B,C)<iB . 


Man ordne nun durch den Isomorphismus ir die Faktorgruppen 


oder 


I. 


BC) (8,6) 
einander zu. (Da es sich nicht um die Komplexe nach C, bzw. €, handelt, sondern um 
größere Komplexe, ist die Bedeutung des Zeichens iy hier etwas verallgemeinert.) 

Geht man durch Multiplikation mit &, bzw. 6, zu den einschließenden Komplexen 
über, so erhält man nach Hilfssatz I die Behauptung (3). 
| Da aber die Voraussetzungen des Satzes Ia erfüllt sein sollten, erhält man die 
Behauptung (4). 
Um die Behauptung (5) zu beweisen, bezeichne man vorläufig 


(8, &) x (Br, 6) 


< = WM. 
C, . ß, 


Es ıst 


N<E,XG, N<G, ao N<(G,E,xG). 
Es ist die W,-Komponente von (®,6&, x &,) sowohl < 8, als auch < &,, mithin 
< (8, ,€,), ebenso die A,-Komponente < (®,, &,). Wegen (2) umfaßt N sämtliche 
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Elemente < ®, deren Komponenten < (8, , &,) bzw. < (®,, €,), d.h. sämtliche Ele- 
mente < &, deren Komponenten < C, bzw. <(,. Also ist 

(,C,xG)<N, 
mithin 


(&, , x6&)=N. 


Damit ist die erste Gleichung (5) bewiesen. Um die zweite Gleichung (5) zu beweisen, 
führe man die Bezeichnung 


8, C)x (8,6) =U 
ein. Es ist 
U<C,xG, 
mithin 
(,U)<(G,EHxE)=N. 
Andrerseits ist wegen der ersten Gleichung (5) 
RN<U und N<G, 


mithin R< (®,U), also N=(G,U). Damit ist auch die zweite Gleichung (5) be- 
wiesen. 
Um (6) zu beweisen, bezeichne man seine rechte Seite vorläufig mit ®. Es ist 


6, xQ,<i®, 6, x G<P<G, 
ebenso 
x G<G- (Ex <G. 
Es genügt also, 


LEI ES N u Zu 
x x 
zu zeigen. Nun ist nach Hilfssatz I 
[6 5 (&, x ß,) > & 








.x& 7(6,5xG,) 


Es genügt also, zu zeigen, daß genau aus denjenigen Komplexen von € 2 besteht, 
1 -2 


welche Elemente von ® enthalten. Wenn 
B,-& u B,-6, ; 


so ist 
B,-&, TB,-8&, 
6$ 5 
Also ist jeder Komplex von ——— in einem Komplex von .. enthalten. Wenn 
&, x GC, 6, x C, 
umgekehrt 


B,-& TB-$,, 
so schließen die beiden Komplexe wohlbestimmte Komplexe von 


Bi de 


(3, ; 6,) (B, ß,) 


ein. Es sei 
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BB, &)<B,-C,, B,-(8,&)<B,-& ; 

es sei ferner 

BB, 6) TB} (8,6); 
dann ist 

B,:-&, =B ni G rBy-&, . 
Da die Zuordnung der Komplexe durch den Isomorphismus Y eineindeutig ist, so ist 

By. &,=B,:$,. 
Es ıst also 
B (B,65)<BY-&,=B&. 
Es war aber 
B-(B,&)<B:6. 

Da die Zuordnung der einschließenden und der eingeschlossenen Komplexe eineindeutig ist, 
so ist 


B,: (8,6) =B/ (8,6), 





also 
Bi (8,6) B,-(8,6,). 
Folglich enthält jeder Komplex von OR einen Komplex von — > — ; also 
6x 6,xß& 
besteht ® genau aus denjenigen Komplexen von E welche Elemente von © 


8,x6,’ 
enthalten; folglich 
P Pr: G:(€, x 8) . 
6, x6& 6 x& 








mithin 
P=6-(GxG). 
Das ist aber Behauptung (6). 
Zur Abkürzung mögen die rechten Seiten von (7) (a), (7) (b) und (8) bzw. mit 
Q,,0, und R bezeichnet werden. Es ist &< NR, da, wenn 
B,-&ı B,-€, , 
nach (2) auch 
B,-(B,&)wB, (8,6). 
Es soll zunächst gezeigt werden, daß R< Q, . Bei der Bildung von Q, ist der Iso- 
morphismus zwischen dem ersten und dem dritten Ausdruck in (3) zu benutzen. Jeder 


Komplex B, - (8, , €,) von Bi... ® _— kommt bei der Bildung von Q, mit einem Komplex 
21 02 





von 8:6 multipliziert vor, der einen Komplex B, - (8, , &,) von Bi... einschließt, 
1 1,1 


so daß wegen (3) 








B,:(B; , G,) vB, e (8; 6). 
Also ist 


R<UQD. 
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Mithin ist 
G<N<OLD,. 
Da auch &,< DA, it 6: &, <A. 
Es sei 
B, xB<&Q, B,<B-C, B,<%B, 

B,< 8, sei so bestimmt, daß 

B,-&5, vB -%,. 
Dann ist wegen (3) 

B,<B,:€C, oder B,=B,-C,, 
wo C,<&, . Es ergibt sich 
B,xB,=B,:C, xB,=(B, xB,)-C,. 


Da 
B,xB,<®, 
so ist 
B,xB,<®G-L6,, 
also 


,<6G-E. 
Es war 9, > ©&-€,, mithin 
9, =6-6,, ebenso ,=6-G,. 
Damit ist (7) (a) und (7) (b) bewiesen. 


Um (8) zu beweisen, ist nunmehr zu zeigen, daB R®=(Q,,Q0,). Es war 
N<OXQ,, R< &,, mithin 


R<(D,,D)- 


Es sei 
B_8 
Q,, DO - ix, 
(U, &) oc 


Es ist 


g, -. (DO, ’ Os; A,) .- ((Q, U,) ’ (DO, , A,)) — (E, ’ (8, ’ &)) aan (B, ’ G,) ’ 
ebenso 
g, u (B, ’ 6,) . 
Es ist 
u<E-6, und B,< 8; 
mithin 
%< (BC, B,) = ®,. 


Da aber bereits R< (Q,, Q,) die X,-Komponente %, hat, so ist 9 = ®,. Es ist 
also 


(DD) = I x a. 
4 \ (B; ; 6,) (B; , ß,) 


Journal für Mathematik. Bd. 166. Heft 2, 
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Da NR mit 2 dieselbe Gestalt hat, ist 
OrdR = Ord (DO, , Ds) ; NR = (D,,D,) . 


Hieraus folgt aber in Verbindung mit (7) (a) und (7) (b) die Behauptung (8). 
Um (9) zu beweisen, benutze man wieder die Abkürzung 


(8, , ©) x (8; , €,) -WU. 
Es ist nach (8) 


U<R, $ 


Ö<R, 
mithin 
G-U<NR, 
folglich 
(G-U,AW<(R,U) = (8,6) 
Andrerseits ist 
(B,E)<U<G-U, (B,E)<U , 
mithin 
(B,E5)<(E-U, U), 
also 


(GU,W)=-B,5), eben (G-U,MW)=-(B,G). 
Es ist die A,-Komponente von ®-U gleich 
B,- (8, 6) P. , ’ 
ebenso ist die W,-Komponente von ®-U gleich ®,. Mithin ist 
G-U= _Bı x _® a 
(81,6) (82, &) 
also 








Ord (G-U) =OrdR; 
Damit ist aber die Behauptung (9) bewiesen. 
Satz III: Es sei 


GGÖO<UXN, , 


so ıst 
BB, Bi, 
und es gilt, wenn 
(1) B,-&, rB,-&, 
und 
(2) BG nB,&, 
die Beziehung 
(3) 


B,B,B}' .&r B,B,B;' :&,. 
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Beweis: Wenn (1) gilt, so ist 
G — B, B, «E 6) ’ 


wenn (2) gilt, so ist 
Es ist nun 


also 
B,B,BJ' x B,B,B;'<®, 
folglich gilt (3). 
Ferner ergibt sich 
B,B,B}'<®8,, Bı<iB , ebenso B<i®. 


Bemerkung: In Worten ausgedrückt bedeutet dies folgendes: 
Zwei Elemente B, und B, , die zwei durch den Isomorphismus | einander zugeordneten 


Komplexen von 1 bzw. Da angehören, rufen in den Faktorgruppen m ie. 2 Auto- 


7 6, 1 G, 
morphismen hervor, die durch den Isomorphismus II einander entsprechen. 
Satz IIIa. Umkehrung zu Satz III: 
Es sei 


Bid, Bi 


und zwischen zwei Isomorphismen 


B, B, ®, DB, 
—- 7 und —ı1— 
6, 6, GC, ß, 
mögen die Beziehungen bestehen, daß wenn 
(1) B,:&, u BB, 
auch 
(2) B,:-&,rTB-$. 
Wenn ferner (1) gilt und außerdem 
(3) B,- U, TB, 
dann soll 
(4) B,B,B}'-&, ı B,B,Bz'-&, 
sein. Bildet man dann 
By ® = BxB 
G=- X und G=-—X—, 
6, T C, 6, Di ß, 
so ist 
B<i®. 


Beweis: Es ist zunächst &< ®, weil die Voraussetzungen des Satzes Ia erfüllt 
sınd. Wenn (1) gilt, ist 


G-BxB,<B; 


10* 
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wenn (3) gilt, ist 
G=B,xB<®. 
G und G durchlaufen hierin alle Elemente von ® bzw. &. Wegen (4) ist 
GGG"' = B,B,BJ' x B,B,B; <®6, 
also ist 
G<iG®. 
Abkürzung: Wenn jedes Element von % vertauschbar ist mit jedem Element von Y), 
so schreiben wir: 
X ewvm U, 
„ X elementweise vertauschbar mit 9“. 


Zwischen zwei Faktorgruppen hat das Zeichen nur Sinn, wenn beide Faktorgruppen Unter- 
gruppen einer umfassenderen Faktorgruppe sind, also denselben Nenner haben, und be- 
deutet Vertauschbarkeit jedes Komplexes der einen mit jedem Komplex der anderen Faktor- 


gruppe. 
Satz IV: Unter den Voraussetzungen des Satzes III a ist 
(1) G<i, G,<iB, ; 
® B: 
(2) %ı ewvm 6 ' d ewvm & i 
1 1 6, 2 


Vorbemerkung zu Satz IV: Aus den Voraussetzungen des Satzes III folgen die 
Voraussetzungen des Satzes IIIa und umgekehrt. Wir hätten also auch die Voraussetzun- 
gen des Satzes III machen können. Die Behauptungen des Satzes IV beziehen sich auf 
Komponenten und mögen auch aus den Voraussetzungen des Satzes IIIa bewiesen 
werden, die sich auf Komponenten beziehen. Die folgenden Sätze geben notwendige 
Bedingungen dafür, daß sich ®<:& < X, x 4, bilden läßt. 


Beweis zu Satz IV: Es sei C,< (C,; es ist 
C, 4 =-&,17%=E-ß, . 

Wenn B,<%, B,< 8, und 

B,-&,rB,-6, $) 
so ist nach (4) 

B,C,Bi'-6, Ti B,EBz':6, = E-G, =, . 
Nun ist aber 
Gr; 
also ist wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung 
B,C,Bi'-&, =&; B.C,B’< w 


&,<i®,, ebenso E,<iB, . 
Es sei C,< 6, ; es ist 
4-4, Tr&=E-%. 
Wenn 
BG n BG, 
so ist mithin 


CB, CU vw EBE'&=B,-$,. 


1 so ] 














Da 


ode! 


Tra 


dan 


z(M 


von 


Da 


eber 


dan. 


De ern 














EERNRRETE Re, 
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Da aber 


B,-&, iB,-6,, 
so ist wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung ir 
ac". g, = BD,» GC, 


oder di 
C,&,:-B,&:-Cı'6, = BC, ’ 
C,‚&:-B,8; — B,&,:C, €, . 


GC, B, GC B 
— ewvm — , ebenso — ewvm —. 


1 6, C, C, 


R 
Bemerkung: Alle Elemente eines Komplexes nach &, rufen mithin ın — bei der 
1 
Transformation den gleichen Automorphismus hervor. 
Vergleiche die Bemerkung hinter Satz III. 
Hilfssatz II: Es seı 
MA, N<NU, M ewım NW; 
dann ist 
(M,N)< z(M) und (M,N)< ZN). 
z(M) bedeutet das Zentrum von M, d.h. die invariante Untergruppe derjenigen Elemente 
von M, die mit allen Elementen von M vertauschbar sind. 
Beweis: Es seien D und M beliebige Elemente 
D<(M,N), M<M. 
Da D<N, ist 
DM=MD. 
Da außerdem D< M, so ist 
D< 3z(M), also (M,N)< zM), ebenso (M,N)< ZN). 
Folgerung I aus Satz IV: Aus Satz IV und Hilfssatz II folgt 


(Bı , &) < (e) (Rı, 61) < () ’ 
GC, 6, 


GC, &, 
ebenso für den Index 2. 
Hilfssatz III: Man setze 


dann ist 
g-Ixh 
4 & 
Beweis: Es ist, wie im Beweise von DUDP Satz I gezeigt, 
& % 





Dieser Isomorphismus enthält den Isomorphismus 


(re 
ox&) "€ &/' 


woraus die Behauptung folgt. 
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Folgerung II aus Satz IV: Unter den Voraussetzungen des Satzes III ist 
N _G,5x <;l & )- 











Ex6G, 6x6, &Ü,x8, 


Beweis: Es ist nach Satz II Behauptung (5) unter Benutzung der Folgerung I 


aus Satz IV und des Hilfssatzes III 


an (8, ’ C,) (8 . ß,) 8ı 3 n 
a UTERTE IE LUD, 
6 IT e, TR, 3 


a u ultra 
6, x x 
Folgerung III aus Satz IV: Es ist 





mithin 














N 5 X 2) 
€, X 6, €, x G, 
Beweis: Es sei 
A 
C, &, 6, G, 
Es ist nach Hilfssatz I 
5x5. 
Ex TE. 
folglich 
(2) -% 
&, x G, &, &, 
mithin 


Ir a) C, 
&xG) &xE, 


Es ist €, ewvm @,, und €, teilerfremd zu &,. Geht man durch Multiplikation mit 
€, x €, zu Komplexen nach €, x €, über, so bleiben diese beiden Beziehungen erhalten, 


bleibt also das Produkt ein direktes. Es ist 
€, (€, x G,) .. &x 8, 
C, x C, &, x C, 





mithin 
x _ 4x Ex _ x „ux6& 
x, &xG Ex x GxG 
Da für direkte Produkte 





3(Xı X %) = 3(%ı) X 3(%e) ; 


so ist 


.— m [m N —— 


ExC) x x 
_MUXD)EXM)_AXD 
&x6&, &, x, 


(ee) ” (6 x n) x I x e 9x6, 4x9 
6,x 6, 








Es 


mit 


was 


dan 


ebeı 


Dan 


Mit! 


Es i 


Wen 


Wen 
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Es ist nach Satz II Behauptung (5) und unter Benutzung der Folgerung I aus Satz IV 


(8, €, x &,) Au, Eu). (8, , &) x (8, , &,)< Vı X M ; 
1 2 


mithin 





G&x x (5x6) 
&xß, &GxE, 5x6)’ 
was zu beweisen war. 
Satz V: Sei 


GGO<WXM ; 


dann besitzt die Faktorgruppe z die invarianten Untergruppen 





(1) .. 52. 5.6 % 
6 6 oe 5 
es ist 
(2) &-© ewvm &, © 
& & 
es ist ferner 
(3) ® 8 „GUux&ß) 
6' 6 ExE, 
Beweis: Es ist nach Hilfssatz I, da &<:;i®, 
G,-6& &, GC, 


> —.m u 0 
Ö Bu (€, ’ 6) 6, 





ebenso 


Damit ist die Behauptung (1) bewiesen. 

Es si 6, <Q&,, 0,<l,. Es ist, da d<:i®, 

c.0,=(,:.0,6:-6=(,:.0,6:-6=-(,6-C0,6. 

Mithin gilt die Behauptung (2). 

Um die Behauptung (3) zu beweisen, setze man wieder zur Abkürzung 

(BE) X (B,5)=U. 
Esit U<®&, &<:®&, mithin nach Hilfssatz I 
25 Se FE 
® 7(&©,U) 

Wendet man die Aussagen (9) und (5) (letzten Teil) des Satzes II an, so erhält man 

((10) ist ausgefallen) 


(11) > i 
N 











— b} — 


& & 
Wendet man die Formel 
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G-B, = x 











an auf 
5 Bir 6) x (Br, 6) 
a u Fu 
so erhält man 
N-(B,C)=U. Da 
Es ist 
I ee u ist 
(N, (3, ’ G,)) zu 6, . 
Wendet man nochmal Hilfssatz I an, so erhält man 
88... di 
N R (R ‚(Bı; C)) 6, 
Es ist also 
Su_u_@&,c er 
(12) —- >=> (Bı, 91) 
16) NT 8, 
Das Zeichen > ist transitiv. Ich habe diesen Beweis gewählt, weil die unterwegs benutzte Geh 
Beziehung (11) an sich von Interesse ist. Es läßt sich 
3, 8,6) Di 
& G, 
auch direkt Ben. rn >? x A gese 
B,k,xB, =6<® und B,< (8,,6ı) , 
so Ist also 
B,=B)':6<(B8,6):-6=6-(8,0). 
Wegen Satz II Behauptung (2) gilt dies stets, wenn 
B,< (8,6). 
Mithin ist 
(8,6) <G-(8,0), 
folglich TR 


uU<6-(8,,6); G-U<G-(B,6)- 
Da andrerseits 
G-(B,E)<G-u, 


so ist toreı 


G-(B,, &,) — G-U . 
Ferner ist Es ı 
&ü< (S, (2, , &)) <(6,6)=5 ; 
mithin 

(6, (8, ’ G,)) ER €, . 


Es ıst also 








u_6-8,6), 8:6) _ BC) 
[8 


8,86) © 


Jou 
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Unter Benutzung der Behauptung (5) von Satz II und von DUDP Satz I ist 
Bi, &ı) x (Be, ©) 








(,5x6)_ .. SA & u G 8:6) _ (8,6) 
uxG &;xG, x, Ye: 
(6, €&,x 6,) 


Damit ist aber die Behauptung (3) des Satzes V bewiesen. Die Faktorgruppe xt 
ı X & 


ist mit Rücksicht auf die Folgerung II aus Satz IV stets eine kommutative Gruppe. 
Satz VI: Es sei wieder 


GGÜÖO<UXL, G<E,, G=B,xB,<®. 
Dann ist, weil C&,<:i®, 
GC,G'=B,C,B} =Ci<®,. 
Hieraus ergibt sich durch Multiplikation mit &, 
GE:.C&:- CT" = B5:.C5 Bü, =CiE, . 
Geht man durch Multiplikation mit & zu den einschließenden Komplexen über, so erhält man 
G:.0,6:-C"G=Ci6. 


Die Faktorgruppe Ei erleidet mithin in z die gleichen Automorphismen wie die ein- 


5 
geschlossene Faktorgruppe in ” oder in D: . Nach Satz V Behauptung (2) liefern 
1 1 1 


also alle Elemente von z ‚ die dem gleichen Komplex von 


16) 
G, . 


angehören, bei der Transformation denselben Automorphismus in FE; 








s.2. 
In diesem Paragraphen soll die Untergruppe eines direkten Produktes von 3 Fak- 
toren behandelt werden. Es sei 
G<UTWXM . 
Es werden die Abkürzungen eingeführt: 


(1) dB = (U X), U); 
(?) 9 = (©- U, U.) ) 

(3) = OH, X), 
(4) 6, = (6, U) ) 

(5) 2, = (U,UXM), 

(6) = 9191)» 

(9) M, = 9,1 9%ı ’ 


Journal für Mathematik. Bd. 166. Heft 2. 11 
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ebenso die sämtlichen durch Vertauschung der Indizes hieraus entstehenden Gleichungen, 
Es gibt also 3 Gruppen ®8,,8,,C,, ®,,2,, M, und 6 Gruppen D,u. Es ist ent- 
sprechend DUDP Korollar I Satz I %8;, die Gruppe der X,-Komponenten von ©. Diese 
möge vorläufig mit 3} bezeichnet werden; %3, sei durch (1) definiert. Es sei 


G=B,xB,xB,<®, 
A, XA<MXN . 
Um den Durchschnitt zu bilden, muß angenommen werden, daß 
G:(A, x 4) = A, <A, 
sei oder 
B, xB,A, xB, A, =A4,. 
Es muß also sein 
B, =4A,, B,A,=E, B,A,=E; 
mithin ist 
A,R,<B; B% = W;XUH,U)<B . 
Wenn umgekehrt B, irgendein Element von ®,, so existiert 
G=B,xB,xB,<®. 
Setzt man dann 
A=B', A=B', 
so ist 
A,< U, A, < U ; 
und es ist 
B,=G:-(A, x A,)< G-(W, x W,) 
und B,< %,, mithin 
B,< (6: x U), U) =, 
mithin BB} < 3,, also 
B =D. 
Man betrachte das direkte Produkt 
U, XUXA, = A, x (U, x A) 
als direktes Produkt zweier Faktoren und wende die letzte Formel in DUDP Korollar I 
zu Satz I an. Es ergibt sich 
_ (EEK) K(EW UKW) _ x A 


u (6,4) im (G, WM) © 








C, ıiT1 D, ‘ 
Die Indizes unter dem —-Zeichen dienen zur Unterscheidung der vorkommenden Iso- 
morphismen. Es ist 


H< MX, 
mithin 
(9) K, = (8, Us, ,) x (8 U, , 4a) 
OU) FM) 








Es soll gezeigt werden, daß 
(HU AM)=B . 
Es ist 


(HU) SIG WM) U, W)< (GW WU). 





Es 


Set, 
mit, 
Set: 
mit! 
also 
mit] 
Es 


Mar 


Mar 


Es ı 
Es : 
Wen 
sein 
sein, 
Dan 


folgl 


mith 
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Es sei B, irgendein Element von ®, . Dann existiert 
G=B,xB,xB,<®. 

Setzt man dann A, =Br', so ist 

A, < U, GA),<G-U und GA)Ä=BxB<UWXN, , 
mithin 

BxB< (U, XxU) =. 

Setzt man A, = Bz3', so ist 

A,<NW; B, = (B, x B,) A, < 8, % und B< U; 


mithin 
B,< (8 U; ) U,) ’ 
also 
B,< (RA, ) U,) ) 
mithin 
(10) Kb, =D. 
Es ist 


1) (RL, AI)=-(E.UM, , Ur, U) U, U)=9;- 
Man erhält also 
B B 
12 X 2, 
. 175,08, 
Man bestimme ferner 
Dı< U X U - 


Fe (2, 5 U; , U,) X (D, ; U, , 4; ) 
u = 09,4) m (U) 








Es ist 
(D-A,U)<(6-AU,4U,)=9,;- 
Es sei 
G=B,xB,xB<®. 
Wenn 


GA, =A,<N, 
sein soll, so muß 
B,xB,xB,A,;,=4, 
sein, mithin 


B,=E, A,=B,, As =B'. 


Dann ist 
G=BxB< WU, C<ÖG; 
folglich 
G<(Ö,XAL)=- D; 
G-A,< DW ; G-A, =B,<%; 
mithin 


B,< (D, WU, , W,) . 
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Es ist also 
D =(G-W,AU)< (DA, WU); 
mithin 
(2, Q, ) Q,) ... D.2 . 
Es ist 
(14) (D,,%)= (6,4, x) (6, U)=-S. 
Man erhält so 
9.2 x 3 
(15) HM - 
Durch Einsetzung von (12) und (15) in die Formel (8) für © erhält man 
Da x Ds 


Auen, D, X 9, ' 9.3 
GN Du2 x Dan 


(16) 6) 





Da D, <i$,, so kann man die Sätze I, III, II, IV bis VI anwenden. Hierbei treten 


an die Stelle der Buchstaben aus den Sätzen I bis VI 


DB, ; 8, , 6ı, G, , 2, 8: %,%,%-%,8-,,(8,C), (8,6), 6, Ö 


(17) | die gegenwärtigen Buchstaben 
D,; D, 9,2 915: 952,923, 02:8, M; M;; L,; L; 
An die Stelle der in Satz II bis V zur Abkürzung eingeführten Buchstaben 


| N,P, 9, 9,8 U 


(18) treten jetzt die Buchstaben 
N; PB; On; De x L, ’ 


die den Gleichungen in [ ] beigefügt sind. 


Es sei 
H,.„< Du: 

Wenn 

(19) H,, &,mAH,,;'6, ’ 
so ist auch 

(20) H;. £ 9,2 ri H,; " 9,3 
nach Satz I. Wenn 

(?1) H,,'&,mH,,;-6, 
und wenn 

(22) B,- 9.13, 9,5 ’ 
so ist 

(23) B,H,,B, -&,mB,H, ,‚B,'-C, 
nach Satz III. Es ist 

Q 2 
(24) 6, mi c, 


nach Satz II Behauptung (2), 





D 


1? 


N 


u” 











| 





ni 


ni 


N: 


n& 


na 


na 


na 


na 


U: 











a ra RE ER Dre er 


N N - 


ee 
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Ss 9, 2 D,, 3 M; 
| 3 < 
(25) > Fo 1 &, = 5 


nach Satz II Behauptung (3), 


M, _ My; 
26 z—- 2 
) Na 9.5 
nach Satz II Behauptung (4), 
% x 2; 


(27) (D,,9ı> x 9,3) > C, MG, [= N,] = (D,,% x%) 
nach Satz II Behauptung (5), 
) 
(28) [5° Os =] D, i (912 x 91.3) a Tu 9. [= P,] 
nach Satz II Behauptung (6), 


(29) D,- "9 2 [= Q, 5] 


nach Satz II Behauptung (7) (a) (solcher Gleichungen gibt es 6), 


d, 
80) [O9 =] (DH: 3 Dı° 6, = er Se [= NR] 


nach Satz II EEE (8), 
(31) DM HITDSXE) [ER] 
nach Satz II Behauptung (9). Es ist 
D,<iN,, 2 <iH, 
nach DUDP Satz I, also 
O2<iH,- 


Es ist 
D;, 2 91,2 . 
(32) ” ewvm E (3 Gleichungen) 
nach Satz IV, 
2 9 
(33) 5, « (2) (6 Gleichungen) 


nach Folgerung I aus Satz IV, 
N _ Dr 91 X 9) I) 
$ 





x, G, x €, 
nach Folgerung II aus Satz IV, 


(34) 








N u... x 
3 EEE bi. Aal. 
(35) sl xt, 
nach Folgerung III aus Satz IV. Es enthält die Faktorgruppe = die invarianten 
Untergruppen 1 
2,9 y 9 
36 Mt Bi. = _b2 >” 1,2 
( ) D, D, — G, ’ 
(37) 2, - Ds a Ds 9,3 
D, D, GC, ; 
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es ist 


DO, 2 D,, 3 
7 ewvm ey 
nach Satz V Behauptung (1) bis (3). Es ist 
Du X), XL 
D, (Dex) 


oder mit Rücksicht auf (36), (37), (31), (27) in Übereinstimmung mit Satz V (11) 








(38) 


(39) 
Hierin ist wieder 
(0) >= und (41) m Bin. De. 


in Übereinstimmung mit Satz V (12). 


Welche Untergruppen von Dı ordnet der Isomorphismus 





(42) m di 
1 1 
den Untergruppen 
Me Das 
Da’ 
(2 hu. 3 Rı 
dd ° DD D, ’ 





Wir fragen, welche Untergruppe %, „ von ® erhalten wir, wenn wir anstatt 


"uB 


aller in S, enthaltenen X, x U, -Komponenten von © nur die ind, „<iS, enthaltenen 
U, x U;-Komponenten berücksichtigen. Wir setzen 


ex 
(42) (a) A 


Hierin bedeute 9, , diejenige Untergruppe von ®,, die durch den Isomorphismus 








Q, 2 Y: 
—-— Mm 
| 1 C 

zugeordnet wird. Es war nach (36) 

2%  & 
. . D, 2 . . 1,2 _>» 
d. h. ın jedem Komplex von E78 war ein wohlbestimmter Komplex von z an 
1 2 


geschlossen. Berücksichtigen wir bei der Bildung von & nach (8) anstatt der vollen 


Ex 
a 


ya 
Eu 
Pe 


Kon 


wori 


aus 


erha 


Der 
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1,2 


2 . ’ 
Komplexe von —— nur die eingeschlossenen Komplexe von 


D 
(42) (b) Br x us 


12 0, md, ’ 


worin W, , zur Abkürzung eingeführt ist, so erhalten wir gleichwohl Elemente von © 


aus allen denjenigen Komplexen von ‚ die wir bei der Bildung von &, , voll 


BE. 
6, xD 
erhalten haben. Es ist also wegen C, <<, , 
(42) (ce) WB, ; (, x D,) ._ Ws " D, Ay Ko u 
Wegen (29) ist 
(DO, U, ) u 912 e 

E; bestand aus allen Elementen von ©, deren X, x U, -Komponente in D, „ enthalten 
war. Von diesen enthält W, , alle Elemente, deren W, x U, -Komponente in 9, 5, 


enthalten ist; das sind also alle Elemente von ©, deren W,-Komponente gleich E ist, 
deren W,-Komponente in 9, , enthalten ist. Es ist also unter Benutzung von (15) 


9 9. 
(42) (d) B.<(GUKM)-d- RC 


®W, , besteht aus allen Elementen von ®,, deren W,-Komponenten in 9,,, enthalten 
sind. Das sind aber sämtliche Elemente von ®,, mithin 
D,=R,, Ye 9ı- 
Aus (42) (a) und (42) (c) ergibt sich nunmehr 
Fe “ "ui Zu j 
(43) X. > 3 m D, DD, - 


Wegen D, <i ©, D, <i® ist Di-Dd, = D,:- Di. Durch Vertauschung der In- 
dizes 1 und 3 erhalten wir also aus (43) die weitere Formel 





un SE ö 

(43) (a) d, m, D,- 2, . 

Der Vergleich von (42) (d) mit (43) ergibt 
9 'y 

(44) u m Ey . 

Wenn 
H,,<9ı H,2<Mı. 

und wenn 

(45) Haı-&, 3 Hı,2&; , 
so ist 

(46) H,ı-&, m Hıe: 2, . 


D,: D, enthält nach dem Vorangehenden alle Elemente von ©, deren U, -Komponente 
gleich 9, ,; d. h. es ist 


(46) (a) (© ’ 9,1 x 4, x4U,)=%,:?, ’ 
ebenso 


(46) (b) ,AWUXWXGITD DD; 
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mithin 
GG, Bı Ur: UM, X) 2, 
oder 
(46) (e) (, HıX Ur) ?2,- 
(43) lautet ausführlich mit Rücksicht auf (29) und (15) 
M, x Da: 
9, dm 
47 X mE 2 iR. 
u Med 
G, 6, 
Durch Vertauschung der Indizes 3 und 1 erhält man die gleichbereohtigte Formel 
MR, x Dr 
13 Q 
(48) D,: Dd, = D2,5 X 3,2 1 





Es soll die dritte Darstellung von ®,- ®, ermittelt werden. Die W, , U,, A;-Kompo- 
nenten von ®,;- D, sind bzw. 
Dir Mr Das 
die Durchschnitte mit den direkten Faktoren bzw. 
G, , ß, ’ 6; ’ 
da z.B. 
&,<Dd-D, <a, 
mithin 
6, < (Dd-Dd, U). 
Andrerseits ist 
(Dd-Dd,U)<(E, A), 
also 
(Dd-Dd, U) ; 
ebenso für €, und @,. Es sei 
D,<Dd, D<dDd; 


dann ist 

| D,=H,,*XH,s: D,=H,,*H,.: 
wobei H,,< 9,,. Man erhält 

(49) D,D,=H,, xH,, H,: xH,;- 


Es kommen also als X, x X,-Komponenten alle möglichen Produkte H,, x H,; 
vor. Mithin ist 


(50) (, 2,4, ) A, x Q,) sn 9,1 x D2,3 ‘ 
Es sei 
(51) D,D< (dd, u xU); 


das ist dann und nur dann der Fall, wenn in (49) 
(51) (a) H,. H,,=E oder H,,=H,;: 





k: 


d: 


Di 


Au 


Elc 
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mithin 
H, (93,2 re Er 
ebenso 9, ,< %,- Mit Rücksicht auf (15) und (24) muß auch H 


in der 2, durch 
den Isomorphismus II 3 zugeordneten Untergruppe von 9, , enthalten sein. Es ist 
also H,,<%,, ebenso H,,„<%,. Es ist 


(DD, UXMI<(GKHXM) =D, , 


2,1 


mithin 
(52) (DD, Dz ’ A, x4U) = (D,-B ’ U, x U, ’ D,) = (9-2; ’ D,) ’ 


Es ist also, da unter der Voraussetzung (51) die Komponenten von D, D, in 2, bzw. 8, 
enthalten sind, nach (27) 


(Dr -Dd ,;, UHXW)I)< (DD, 8 KIT RE 
Es ist 

C,< ®D,, &,< PD, , 
mithin 


6, x&,< (PB, - BD, N) YA, x U) . 


Die Gruppe (D, - D; , YA X W,) besteht also aus vollen Komplexen von Nun 


G, x G, 
kann man aber in (49) H,,<*, beliebig wählen, 7,, so wählen, daß nach 
(15) und (24) 

1, & mH , 6; 
dann ist 


B,<h, mithin H,s<d:- 
Man setze H,, = N, und wähle 7, , so, daß nach (15) und (24) 
H,; ü C, in H,; ö ß, 
dann ist H,,<%,. Es kommen also in (®,-D 
von 2, als Komponenten vor, mithin ist 
(53) (Dd,-%, U xU)=- (9 Dd,Dd)=-M. 
Es ergibt sich also die dritte Darstellung von D, - D, : 
M, x 9.1 x Ds M, x 9.1 x 3 


3 » A, x W,) sämtliche Elemente 





(54) dd, = 


G, 1112 N, ee GC, 112 Lux % 
GC, 112 G, 


Die soeben durchgeführten Betrachtungen liefern auch die Antwort auf folgende Frage: 
Durch Anwendung von (24) auf die verschiedenen Indizes erhält man 


R, 2, _ L,._ 


(55) E, iT3 [9 IT? T, if [58 . 


Auf was für einen Automorphismus von S führt (55) ? 
2 


Es sei (51) erfüllt. Bei der Aufstellung von (49) beginne man mit einem beliebigen 
Element 4, ,<%,; dann muß H,, so gewählt werden, daß 


(56) H,, &,mH,,&. 
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Wenn H,,:-6, alle Komplexe von E durchläuft, durchläuft gleichzeitig 7, -C 
alle Komplexe von T . Da, wie bewiesen, D, D,< R,, so muß H, , so gewählt werden, 
daß 


l 


(57) H,, &,;mH,,'®, ’ 
wobei H, ‚- €, alle Komplexe von = durchläuft. Ferner ist 
3 
(98) H,, &,mH,,;,-&, ’ 
Nun war aber wegen (51) (a) 
H,,=H,;- 
Man erhält also nach (56), (57), (58) 
(59) H,, 6,5 H,, ,mH,,&,mH,,&. 
Der gesuchte Automorphismus ist also 
(60) HH, . 
Die Zuordnung zum reziproken Element ist nur für kommutative Gruppen ein Auto- 
I 
morphismus, zu denen 2 nach (33) gehört. Dasselbe gilt für die Zuordnung von S 
2 1 
und La zu sich selbst. 
G; 
Wenn 
(60) (a) D; D;< N, ’ 
so waren die Komponenten von ®, in 2, und 2, enthalten; mithin ist nach (27) 
(61) D,=H,,XH,;, <a: XL) 
ebenso 
(62) D,=H,,*xH,,:<% 
mithin ist, da in der Form (60) (a) wegen (53) alle Elemente von N, darstellbar sind, 
(63) N< N N = N NN, , 
ebenso 


N< N, N, N<N-N - 
Das Produkt N, N, N, wird bereits durch je zwei seiner Faktoren erzeugt. 
Es war nach (44) 


9. 1 D, 2 

ebenso ist 
9; 1 D, 3 
(64) 6, 11 D, 


Also ordnet der Isomorphismus III 1 auch die Durchschnitte der beiden Gruppen ein- 


ander zu, d. h. es ist unter Benutzung von (6), (30) und (31) 

















DR ” De. 3 
(65) (92,13 95,1) 8 er (O2, 9,3) = R, 2; D,:(%x%) er L, m % 
g, Fu D, D, D, DR ” D2,5 








di 


Wi 


da 


50 


mi 


als 


Es 


als 


Da 


un 


vo 


Da 











Bildet man das meromorphe Produkt, so erhält man mit Rücksicht auf (43) 


; 


(66) 1 





da es sich um alle Elemente von © handelt, deren X, -Komponente in 2, enthalten ist. 


Analog wie bei der Behandlung von —:* mögen diejenigen Elemente betrachtet 


1 


(D, - D, ’ 2, D,) u 





d, m 


=, UxXUXU), 


werden, die R mit X, gemeinsam hat. Es ist nach (30) 


D, 
Es ist ferner nach (27) 
(67) 
mithin 
da andrerseits 
so ist 
(67) (a) 


Es ist ferner 


Andrerseits ist 


(R; ; U,) - L, ) 


=. Hh<d DD, 


(XL), << Di; 


%-D<Xx)-D, 


%. DHL EN. 


(%,D)< (,Dd)=G. 


&,<R,, &,<P,, 


mithin 
G<(%,D), 
also 
(67) (b) (T, , 2,) o. G, . 
Es ist nach Hilfssatz I 
%,-D Q 
67 a dı,.  % 
Be 2 (BD) 
also 
Q Rt 
68 <a 
(08) 5-3, 
Da nach (30) (RU) =, nach (15) 
HR xt 
m (ig, mx) - ung, 
a x hR 
und man erhält wegen (67) (c) die Gruppe m®, 


von (69) mit ®, multipliziert. Es ist also wegen (66) 


(70) ©, UXxXUXAM)=- (dd ,„ dd) =- N D. 


Da N,< D,, so ist mit Rücksicht auf (63) 


1) 





(D,,2 9,5) X (9 
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(2, ) U,) on G, ° 


(D,,U,) = &,, so erhält man 


= N, ; 


dadurch daß man die rechte Seite 


N De N I DL = HH NEN, d = N: D, . 
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Es war 
(31) (X DEN, ; 27) (x, Dd)=- I; 


mithin 
(72) u 
also unter Benutzung von (70) 
GxoX&_ıg UT, UXKXR) 


73) 5 mh, 
=, U x x) MM dr, ÜHXE XL) NM, 
wo N* zur Abkürzung eingeführt ist. Es sind nämlich diejenigen Elemente von 
(G,L, xU,xXNU,), deren VW, x YA,-Komponente in 2, x 2, enthalten ist. Es sei 
N, <N,, D,<QD,;, N,;,:-D,<N*. 





Dann ist 
N, -D< u x, x%. 
Es ist 
N< nn < U XG<UXL XL; 
mithin ist auch 
D,<UX X; 
da d<WUxXxU,, so ist 
DL. U; also D,< (du X) = N; 
mithin N Dh, <N;N,. Es ist also N<M;N,. Da andrerseits NN, < N; D, und 
KRI<UXEXG << XS , 
so ist NR, < N*; folglich nach (63) 
NN = N NEN: - 
Es ist also 
(74) (G,UXEE XL) NN NEN, . 
Aus (73) folgt, daß wenn die W, x VW, -Komponente eines Elementes von © x 
angehört, daß dann auch die X,-Komponente 2, angehört. Es ist also 
(75) (G,U, xx) =-(G,YUYXUXE) NH MN; - 
Aus (75) und (70) folgt 
KEN =EGHH AL X XV) 
=(G, U, x U: A X X) 
(76) =-(6, WXUXRG) ,;, (6, UXRXN)) 
- ((2, D;, D, 2;) ) (D, D, ) 2; D,)) 
-UYD , DD, DD). 
Es ist nach (44) 
Da nt ebenso D4.1 m Be ; 


C, D, 6, D, 





also ordnet der Isomorphismus III 4 auch die Produkte einander zu. Mit Rücksicht 
auf (7) und (28) erhält man 


m Do b 
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Auf Grund von (8) liefert 
M x PB 
1 . & 1 2, ) 
worin D* zur Abkürzung eingeführt ist, sämtliche Elemente von ® mit der X, -Komponente 
M,. D.h.es ist 
(79) D* na (& B M, x U, x U, ) . 
Es ist nach DUDP Satz I 


6) B, 
EEG 
worin das Zeichen ıirı in erweitertem Sinne gebraucht ist. Dieser Isomorphismus enthält 
den Isomorphismus 


(80) 


(81) 


Im Zähler links steht wegen (43) die Untergruppe aller derjenigen Elemente von ©, 
deren W,-Komponente in 9, , enthalten ist. Analog erhält man 


(82) a u 


(83) (De: D)- (DD) „der da _ Me 





GC, x D, GC, GC, 
Mithin ist wegen (78) 
md _ Dr 
(84) xD XD’ 
also 
(85) D, D, D, u Dr . 


Da die linke Seite in bezug auf die Indizes 1, 2, 3 symmetrisch ist, so gilt (79) auch mit 
vertauschten Indizes. Es ist also 
(86) (1 = PD, D, Dd, = (G y M, x U, x U, , U,x M, x U, y U, x NW, x M,) 
= (6, MM; XM)=- (6,M’), 


wo M” zur Abkürzung eingeführt ist. (78) lautet mit Rücksicht auf (28) und (15) aus- 
führlich 





(87) D, D, D, uns D* er 3 





Nach (12) ist 








B%,_8 
(88 er. 3 
\ ) EL. 
es war 
M, _M; 
... Er 


hiernach kann man in erweiterter Bedeutung des Zeichens fi schreiben 
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BD, _ Ba 
(89) M, Iı M, . 
Was für ein Automorphismus wird durch 
Bı _ De _ Ba _ Pı 
(90) M, 13 M, Ti M, 12 Mı 
bewirkt ? 
Es sei 
G=B, x B, x B,< 16) 


irgendein Element. Dann ist 


BxB<K, 
als U, x WA, -Komponente. Es ist also nach (12) 
(91) B,- 9,11 B, ‘9,5 ’ 
also nach (26) auch 
(2) B,- Mi BB M;, 


wobei der Isomorphismus 7; im erweiterten Sinne zu verstehen ist. Ebenso ist aber 
für je zwei Komponenten von G 


(93) B,- Mm BB, M; , 
(94) B,- MB, M, ; 
also 
(95) B- Mn BB Mi B- Mn BB M. 


Der durch (90) vermittelte Automorphismus von a ist also der identische Automorphis- 
1 


mus. Durch Multiplikation von je 3 einander zugeordneten Komplexen entsteht das 
meromorphe Produkt dreier Faktoren 
DB B DB; 
(96) GSmrmrm 
Es ist wegen (92) bis (5) ®< &,,, ebenso M” < &,,, also &- M” < ©,,. Andrer- 
seits enthält wegen (92) bis (95) jeder Komplex von ®,, Elemente von ©, ist also von der 
Form G-M°, mithin &,< &-M”, also &, = &-M”, oder ausführlich 


(97) CHE ES NEE 222 

Es ist wegen (27) 

(98) Rh x; 

(99) NINE EC NEL HG = X, X, 


mithin ist wegen R,< Dd,< © 
2: -SE>UY NK N = x, x, 
(2, x, x) G< 2,6; 
da umgekehrt 


2%, -G< AR, x, x). ©, 


so Ist 


(100) L:-E=-(UUXL x) ©, 





Tu BR > Be 


e] 
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also 
(101) %:6=-9,:-6=-%-6. 
Es ist 
102) -6©<U-6, %,-GG<-G, ,- O<N,-.G; 
mithin 
(103) (XXL) G< U, ,U:-6). 
Es möge die linke Seite von (103) provisorisch mit ®, die rechte Seite mit & bezeichnet 


werden. Es soll gezeigt werden, daß © = ©. Es hat & =%,-© die gleiche 
YA, x Wa-Komponente wie ©, nämlich $,. Es si L,<Q&, G<6G; ferner sei 
L,@G<(L,-©,X,) ein beliebiges Element dieses Durchschnittes; also L,GE<N,. 
Da L,<t&,< U, so muß auch G<NX, sein, d.h. 


G<(B,4U)=- U, <U; 

mithin Z,G< %,, also 
(2,8, AU) = - 

Es ist die W, x U, -Komponente von W,: © gleich 

(U, XxAU) =; PN 
da®<A,-&, so wäre 

U, XU)<R; 
da aber ® >66, so ist 

AUG, >UOG,WXUN) =; 


mithin 
(104) AU-,WXxU)=N- 
Es ist 
(105) (6, U), 6, GM , U) 
= (N, ’ (G-4,,4) ’ (-4,,4))=- U 9: FAME): 


Es ıst also nach Korollar Ia zu DUDP Satz I 


Ord & = Ord 8, -Ord 8}, , 
ebenso 


Ord & = Ord 8, -Ord Si, ; 
also 
Ord ®=Ord®. 
Da außerdem nach (103) &< 6, so ist &= ©, oder ausführlicher 


(106) UXEXG)6= (GA, ,„ U, GM). 
Es ist 
9,,<t D,; Hı<i®, ’ 
mithin 
(107) &, = (91: 91)<t PB; ebenso B.<ID,; 2, <IB, ; 
also 


(108) UXEEXSGCHÜONXEEXB. 
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Da 
& = B, x B, x DB; ’ 
so ıst nach Hilfssatz I mit Rücksicht auf (74) 








. .. %.:7.. 3%. hie > 


Ss 3. 
In diesem Paragraphen wollen wir die Konstitution der beiden isomorphen Faktor- 
gruppen in (109) genauer kennen lernen und hierzu auch den bisher nicht benutzten 
DUDP $ 2 heranziehen. Wir setzen zur Abkürzung 


(110) 2” — g, x R, x R, ’ 


dann lautet (109) 




















2". _6 
112 ——>— 
( ) Qx m N” 
Es ist 
(113) Be. _ TR a Bi _ 9% u Bahn 
Q L L 
Die rechte Seite ist isomorph 
(114) EYE XB, 
worin 
an DB, .. 
(115) B,m Q für =1,2,3. 
Setzt man entsprechend 
(116) dur 5, ,<, 
so ist 
nr & D,1 D;, ) (9,1 I 95,1) L, 
(117) 4 ’ 9,1) -( g, ’ g, rn g, Zu: & ’ 
mithin 
(118) (9, 1? 9; ı) un € ’ 


wo € die aus dem Einheitselement bestehende Untergruppe von 3, bedeutet. Das Pro- 
dukt 9, , X 9, , ist also als Produkt teilerfremder invarianter Untergruppen nach einem 


bekannten Hilfssatze ein direktes. Dann ist nach DUDP Satz IV %, als meromorphes 
Produkt zweier Faktoren darstellbar: 


(119) 9%, 





Hierin ist 


(120) dein, Brain, 
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so daß also 
(121) 9, RE d, v 9, ‚> 9, “ 
Denkt man sich ®, , ®, , ®, in dieser Weise als meromorphe Produkte dargestellt, so ist 


dargestellt als Untergruppe eines direkten Produktes von 6 Faktoren. 


Kommt eine W,-Komponente mit einer Y;-Komponente zusammen als Komponente 
eines Elementes von © vor, so ist ihr Produkt eine W, x A, -Komponente, also in $, 
enthalten. Mithin gehören sie solchen Komplexen an, die nach (12) durch den Isomor- 
phismus 


s 
(123) LO. 


2 9 
verbunden sind. Jedes Element von B, „Ist Komponente aller Elemente der durch den 


S 
Isomorphismus (120) zugeordneten Komplexe von Ds ‚ denen wieder die Komplexe von rn 
»ı, 2 »ı 2 
entsprechen; diese kommen nur mit den Elementen der durch (123) zugeordneten Kom- 
Ei zusammen als Komponenten vor, denen wieder durch (120) die Komplexe 
1,3 


plexe von 


von Ds und die Elemente von ®; ; entsprechen. Es folgt also aus (120) und (123) 
1,3 


(124) B52 ap zuusiiln Fiyy anne. aut vereinigen Fa Ba, 6% 


mithin 
(125) Bar Bas, 
und es kommen nur Komponenten zusammen vor, die durch den Isomorphismus (125) 


miteinander verbunden sind. Wir können uns also anstatt der 6 Komponenten ®, , 
3 Komponenten geschrieben denken, da je 2 der 6 Komponenten elementweise gekoppelt 


sind. (124) enthält für D, <i B,, den Isomorphismus 














u in —n- Eng, 
u 91.2 9,2 u 91.3 = 

Mithin enthält (125) den Isomorphismus 

(127) D,.: - D, £* 

((128) bis (131) sind fortgefallen.) 
Es ist 

(132) L-D-UX(HXYH) D)-UHXN , 
also mit Rücksicht auf (30) und (31) 

»3.2 x +) u. 2 
(133) dm _" «| MS) Parxdes. 
8” X (X) eng 
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d. h. die Elemente von $,, und $,, werden durch den im verallgemeinerten 


Sinne verstandenen Isomorphismus II 1 einander zugeordnet und nur zugeordnete Elemente 
werden paarweise miteinander multipliziert, eine Bildung, die man analog dem mero- 
morphen Produkte isomorphes Produkt nennen könnte. Bei der Darstellung durch die 


®, , entspricht dem wegen (121) das isomorphe Produkt von Yy und U Es ist 


D,< ©. Bei der Darstellung von © kommen die Komponenten nur durch den Iso- 
morphismus (125) verbunden vor, der den Isomorphismus (127) enthält. Es muß also 
(127) mit dem Isomorphismus 


(134) 9, 


identisch sein. 
Wir wollen jetzt die Darstellung von ® dadurch vereinfachen, daß wir anstatt der 


6 Komponenten ®,,, nur noch 3 Komponenten schreiben. An Stelle je zweier element- 
weise durch (125) gekoppelter Komponenten schreiben wir nur noch eine einzige Kom- 
ponente 


(135) BD,» en B, ; En ®,, ’ 


wobei wir 


annehmen. Es wird 


(136) u »G2G< Bas x Bar x Bis . 
Hierin ist 
se Ve u Q 2 
(137) —— m DS = Da; 
L 
worin 
(138) He <i Bas 
Die drei Untergruppen 9, kommen in ® vor; also enthält ® auch das direkte Produkt 
(139) Das X dar X du <i®. 
Es kommen also in ® nur volle Komplexe von Das elementweise multipliziert mit vollen 
m en Das 
Komplexen Daı und von dı2 vor. 
Dsı Dı2 
Es sei G< ® ein Element, 
(140) G = B,. x B,, x B,. 
seine Komponentendarstellung nach (136). Dann ist 
(141) Bas * Dos X Bar * Ds X Ba 9a < ©. 


Kehrt man zur Darstellung von & durch 6 Komponenten zurück, so treten wegen der 
eindeutigen Koppelung z. B. die ®, ‚ und die 8, ‚Komponenten 


(142) B, | : Du x B, ı i 9, 1 





We 


W 


gr 


so 


We 


Di 
glı 


Es 


Es 
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zusammen auf. Diese müssen die ®,-Komponente eines Elementes von ® nach (119) 
darstellen. Also müssen die Komplexe 


(143) BR, ; ei, ur D. " 9,1 


durch (119) eineindeutig einander zugeordnet sein. Der Komplex B.. ds kommt also 
nur mit einem wohlbestimmten Komplex 2,, - 3 multipliziert vor, ebenso mit einem 


wohlbestimmten Komplex B3s : Öss. Die beiden letzten Komplexe kommen also auch 
miteinander multipliziert vor, und die isomorphe Zuordnung 


Ds ; 9,3" Pas ; D2.3 
die (119), angewendet auf 3,, liefern würde, muß wieder dieselbe Zuordnung der *- 


Komplexe liefern. Wir erhalten & als meromorphes Produkt dreier Faktoren, d. h. 
zwischen drei Faktorgruppen besteht ein wohlbestimmter Isomorphismus und es werden 
nur je 3 durch diesen Isomorphismus einander zugeordnete Komplexe elementweise 
miteinander multipliziert: 








(144) = O-Bab-uxzuxzu, 
x Das 31 12 
wegen (112) ist auch 
6) En 
(144) (a) ns, 


was zu beweisen war. 

Wir gehen zu einer weiteren Anwendung von DUDP $ 2 über. 

Es sei © eine beliebige Gruppe, ®,, ®,, D; seien drei beliebige invarıante Unter- 
gruppen von ©. Setzen wir 


(145) (D; ’ D,, D;) = D** ’ 
so ist nach DUDP $ 2 Satz III 
(146) 22 6< BB XL, 
worin 
a4 _6© ö 
(147) d, 75 für v„=1,2,3. 


Den Komplexen von ®, nach D** entsprechen alle Elemente, deren ®,-Komponente 
gleich E ist, mithin ist 


(148) 2u-(8,8,x%) 
Es ist die Blockkomponente 

(149) nn 26, = (6,98,) 
Es ist 


(150) &%,= (6, d,) .— ((8, 8, x 3,) ‚ (6, B, x 8,)) = (D, ‚S). 
also 


D, , ® o 
=. IE. 





(150) (a) 
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Die mit ” versehenen Komponenten spielen hier genau dieselbe Rolle wie die entspre- 
chenden Komponenten in den bisherigen Paragraphen. Es ist also nach (53) 





(151) (8, u D,, D,) nu Rt, ’ 
DD, D,,D o 
(152) (D, se IH. 


Mit Rücksicht auf (27) ist 
N 
%, x, © 
Die Faktorgruppen in (153) sind kommutativ wegen (33). Unter Benutzung von 
(55) folgt aus (153) 


(153) 

















(154) I a I, 
6,x&, 8x6, x 
Wegen (151) und (150) ist 
.- N un (D, : D , 8) 
6, x (D,D) x (DB, d) 
(155) | ko -D5, — 
5 D** (D, 25, D,) 











Dr*+ 





u ’ 2,) 5 (D;, =, 2: (D,; 2,) i (8; D,) 


also nach (154) 
e>_ (2, 2; , D,) A (23. D, ’ 2,) 2. (2, 2 2, ‚ Ds) ü 
(2, , 2,) u (25, 2,) (23, 2,) x (2, , 2,) (D,, D;) B (2, , D;) 
Wir sind also zu folgendem Satze gelangt, der seinem Inhalte nach von der Theorie der 
subdirekten Produkte frei ist: 
Satz VII: Wenn 











(156) 


D,<iG®, D,<i®, D,<i®, 
so ıst die Faktorgruppe 
(Dr Dar Di) 
(D,, D,) ' (D3, 2,) 
immer kommutativ und isomorph den beiden anderen durch Vertauschung von D, , Dz , Ds 
aus ıhr entstehenden Faktorgruppen. 








Eingegangen 3. August 1929. 
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Einleitung. 
Die von L. Kronecker betrachtete Funktion s (, in y u führt nicht nur zum ra- 
A 


tionellen Aufbau !) der elliptischen sowie der Modulfunktionen einer Veränderlichen, 
sondern sie führt inhaltlich und methodisch über die klassische Theorie von Weierstraß 
hinaus. Inhaltlich durch neue Ergebnisse wie die Orthogonalität der s-Funktion, welche 
die belastete Orthogonalität der Jacobischen 9-Funktion nach sich zieht. Methodisch 
durch Verknüpfung dieser Tatsachen, die zunächst dem Gedankenkreis der Lame6schen 
Differentialgleichung angehören, mit geometrischen Operationen im dreidimensionalen 
Raum, weiterhin mit der Theorie der Differenzengleichungen und analytischen Funk- 
tionen zweier Argumente. 

Die nachstehenden $$ 1—7 bringen im Abriß solche Erscheinungen im Gebiet 
der s-Funktion zur Darstellung, die zu bekannten Aussagen über orthogonale Funk- 
tionensysteme ($$ 3—4) parallel laufen. An Stelle des algebraischen Additions- 
theorems, dessen zentrale Bedeutung für die doppeltperiodischen Funktionen durch 
Weierstraß herausgestellt wurde, tritt ferner ein quadratischer ‚„Additionssatz‘‘, der 
Argumententripel transformiert ($ 2) und die s-Funktion kennzeichnet. Aus ihm läßt 
sich algebraisch die Multiplikationstheorie der s-Funktion entwickeln ($ 6), während in 
$ 7 unmittelbar auf die Doppelreihen zurückgegriffen wird, um daraus entsprechend dem 
Vorgang von Eisenstein und Hurwitz die Modulfunktionen zu konstruieren. Deren 
Transformation wird durch die benutzte Erzeugungsweise in Evidenz gesetzt. 


$ 1. Frühere Ergebnisse. 
Zwei komplexe „Perioden“ ,, ®, seien den Ungleichungen unterworfen: 


(1) 0<|jo|, 0< le). 
 \@y/! 

!) Vgl. 1. Bernoulli’sche Polynome und elliptische Funktionen, Journal f. d. Math. 164 (1930). 2. Zur 
Theorie der elliptischen Funktionen, Math. Annalen 104 (1931). 3. Theorie der i{-Funktionen, Math. Annalen 104 
(1931). 4. Elementary properties of the {,-functions, Transact. Am. Math. Soc. 82 (1930). 5. Orthogonale Systeme 
elliptischer Funktionen, Math. Zeitschr. 84 (1931). 
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Aus ihnen bilde man mit reellen Parametern u,,u, die komplexe Veränderliche 
@, U) + @g U, = u und betrachte meromorphe Funktionen s(u), die im Parallelogramm 


Iu,| < nn |u,| < - der Einschränkung 


(2) sw=4+00 


genügen. Diese s-Funktion enthalte zwei komplexe Parameter x, y, deren Verbindung 
(3) VY—-nt=2 
der Bedingung z2==0 (mod. ®,, ©) unterworfen werde; genießt s(u) im Großen die 
Periodizität 
(4) s(u) = e"" s(u + o,) 
(4°) = e®WVs(u+ @,), 


so ist durch (3. 4. 4’) die Funktion eindeutig gekennzeichnet; um die Parameter in die 


Bezeichnung aufzunehmen, schreiben wir s(u) =s #y und erlauben uns gelegentlich 


die Schreibart zu gebrauchen: 


o =) 


Die so eingeführte Kroneckersche s-Funktion läßt für u #0 (mod. w,, ®,;) und für reelle 
x,y = 0(1) folgende bedingt konvergente Darstellung zu: 
O<h?+k'<n e2ri(zh +yk) 


(6) a en ee 


n—>n 





während für 0< a(®) durch Jacobis ganze Transzendente #(v) eine schnellere 
1 


Berechnung ermöglicht wird. Nämlich für kleine |v| sei 
(7) dv) = vd’(0) + O(vR); 
im Großen aber 
(7) 9%) = - 9041 -r). 
1 
Durch (7. 7’) ist #(v) nicht nur bestimmt, sondern auch allgemein ohne Konvergenz- 


schwierigkeit zu berechnen; es ist aber der symmetrisch normierte Quotient 





ot) -,(#) 
U 


1 


(8) 


und allgemeiner 





Ss 
+ 

u 
u 





v0) “- 


SL Orae 


während umgekehrt für jedes x, y, u sich ausdrückt: 


nirz 


(8”) o( . er nd 


©] 


(8) 








LE 





M 


Ww 


so 











Maier, Theorie der s-Funktion. 103 


Mit Weierstraßens Funktion p(u; ®,, ©) = p(u) besteht ein Zusammenhang, der die 
Nullstellen von s(u) in Evidenz setzt. Es spaltet sich 


(9) Pt) - =) 9), 


u 


woraus in Übereinstimmung mit (8) s(”9) = (0 folgt, denn durch 


ed 
2 


u, = — z (mod. @,, ®,) 

wird die Bestimmungsgleichung s(u,) = 0 gelöst. Die erwähnten analytischen Funk- 
tionen können auch durch Funktionalgleichungen festgelegt werden. Ist /=1,2,3; 
A(u;) = A; analytisch in u,;; G, eine ganze Funktion des Grades » =1,2,... ihrer 
Argumente mit Koeffizienten, die von u; frei sind, und gilt 

(10) u +, +W3=0, 
so nennt man eine Aussage 

(10°) G,(A,, A,, A;) Be 0, 
die identisch in u,, u, gilt, Additionstheorem der analytischen Funktion A(u). Die 
Gradzahl » des PolynomesG kann als Grad des Additionstheoremes (10’) bezeichnet werden, 
wenn G als irreduzibel vorausgesetzt wird. Von Weierstraß stammt der grundlegende 


Satz, daß die elliptischen Funktionen wie deren elementare Grenzfälle algebraische Ad- 
ditionstheoreme zulassen; und umgekehrt, daß eine algebraische Funktion von p existiert: 


a(pu) = Alu), 
welche bei vorgegebenen » und G die Lösung von (10) liefert. Für «(p) = p, A(u) = p(u) 
insbesondere wird mit von u freien Zahlen e; 


(11) G,(P1 Pa) Ps) = A (pı + Pa + Ps) [Pı Pa Pa — Eı @z €] 
— {Pı Pa + Pa Ps + Ps Pı Ca — & — 1), 
also » = 4 der Grad des Additionstheoremes 


(11°) G4(P1 Pr, 93) = 0. 


Auch die Jacobische 9-Funktion, wie sie in (7. 7’) oder (8”) eingeführt wurde und 
welche sich bei arithmetischen wie bei numerischen Aufgaben als besonders zweckmäßig 
erweist, genügt einer Funktionalgleichung vierten Grades, der sogenannten dreiglie- 
drigen Identität von Weierstraß: 


dv, — v5) Old +95) dv; — 9) dw +) + 
(12) + vg — v3) vg +93) dv, - u) dm +u)+L=0. 
+ dv; — v7) Old + 9) vg — v4) dv; + 9) 
Das vollständige Lösungssystem von (12) wird durch 


(12°) erw älen, | 


© 
geliefert; jede der Identitäten (11’. 12) kann gebraucht werden als Grundlage zur Theorie 
elliptischer Funktionen. Eingewendet werden könnte gegen die Grundlegung (11), daß 
sie einen Zusammenhang zwischen dem Grad der Funktionalgleichung und der Mannig- 
faltigkeit zugehöriger Lösungen nicht erkennen lasse. Der Begriff der 9-Funktion ander- 
seits zeigt sich als zu eng, um die volle Lösung (12’) der homogenen Beziehung (12) lie- 
fern zu können. 

Läßt man aber auch Funktionalgleichungen zur Kennzeichnung analytischer Funk- 
tionen mehrerer Veränderlicher zu, so können die erwähnten Einwände behoben werden. 
Durch Quotientenbildung von Ausdrücken (12’) erreicht man z. B. die gewünschte Stei- 
gerung der Argumentzahl; wegen (8’) stößt man dabei auf s-Funktionen. 
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$ 2. Der Additionssatz. 
An (1.12) anknüpfend denken wir v,,...,v, vertreten durch vier neue Größen 
y,u,n,®. Dann gilt entsprechend: 
dv — u) dy+n) ay+tu)dn+tv)+ 
Hayt+u-o)dytnt+) du)  Am)+ 1-0 
+ du -v—n)du+y+n) %y) dv) 


und für y,u,n,v,y+n,u-v=0 (mod. n “); 
1 


ay+u) dn+te) _ dyrtu-ov) dytntv , ntv-u) dYy+tntu) 





Iy) du) Hm) do) By) Hu —v) dy+n) do) Bm) dw —u) Ay+n) du) 
Der in (1. 8°”) angeschriebene Quotient 








vote) () 
Serrog. 


genügt also einer homogenen Funktionalgleichung, die im Gegensatz zu (1.12) nicht bis 
zum 4., sondern nur zum 2. Grad ansteigt; freilich variiert dabei ein Argumentpaar 
simultan, und die „obere‘‘ Variable y anders als die ‚untere‘ Variable u. Da die oberen 
Variabeln additiv, die unteren subtraktiv verbunden in die Identität 


DU 9 E36 ES den EZ RL EI ua) 


eingehen, so kann (1) durch den Weierstraßschen Begriff „Additionstheorem‘“ nicht 
erfaßt werden. Indem wir die Anzahl der auftretenden Variabeln offen lassen, um die 
allgemeineren Funktionen (1.8’) mitnehmen zu können, bezeichnen wir eine Identität 
zwischen Funktionen mehrerer Veränderlicher als „Additionssatz‘‘ dann, wenn jene 
Argumente teils additiv, teils subtraktiv verbunden auftreten. 

Wegen (1.8°) kann (1) verallgemeinert werden unter Benutzung von 


zu +&V = alu —v) + (x +) 
(1) =‘ —-u)+t(e+tg)u; 


es gilt für u,v,u —v, ©, Y — @g8%, N — @F, wı(n +Y) — wg +E£) #0 (mod. w,, ©;) 
der für die s-Funktion kennzeichnende Additionssatz: 
et 
u 0) u—v v v—u u 


Daß jedes zulässige komplexe Periodenpaar ®,, ®, zu einer Lösung 


0 (u 


u, 0], 5, 


für (2) führt, ist nach obiger Herleitung evident; das volle Lösungssystem zu (2) enthält 
also wenigstens zwei komplexe Parameter. Zu begründen bleibt, daß außer (3) keine 
weiteren Lösungen zu (2) existieren. 


Bekannt war durch (1.12’) das vierparametrige volle Lösungssystem von (1.12); 
der Divisionsprozeß, durch welchen man von (1.12) nach (2.1) kommt, kann die 
Anzahl der in die Lösung eingehenden Parameter höchstens verkleinern. Er verringert 
sie tatsächlich um zwei Einheiten, vermöge der doppelten Homogenität in Argument 





ist 


so 


au 


fü 


so, 
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und Exponentialfaktor. Die Spaltung in obere und untere Argumente bewirkt, daß jede 


„Dehnung“ v9 — cv im d-Argument zugleich auf y und — in (1) Einfluß nimmt; wegen 
1 


der Homogenität: 


(4) a:s( \=s( RE 
KU; X, X @y U; 0, 09 
und Symmetrie: 
© ee 
U, 0, @g U, @g, @ı 


der besonderen, durch (1.6) gegebenen Funktion zeigt sich die letztere als ebenso all- 
gemein wie 
eb +Biz+By)u s | _Pa3, Pr y_) 
Psu; ©], @g/ ' 
wenn wir durch Verfügung über die x, y-Einheiten 8, = ß, = 1 herbeiführen. Durch 
Grenzprozeß in u kann dann wegen (5) simultan 8, = ß, = 0 erreicht werden, so daß zu- 
dem ef = ß, ausfällt, wodurch (4) befriedigt ist. 

Aussagen eligemsineren Charakters über homogene Funktionalgleichungen und 
deren analytische Lösungen scheinen von Interesse für die Weiterentwickelung der Ana- 
Iysis. Daß durch (1’) die Argumententripel von (2) bilinear gekoppelt sind, vereinfacht 
die gegenwärtige Theorie und gibt einen Hinweis auf die Einschränkung, der das Ar- 
gumentsystem einer Funktionalgleichung in seiner Verknüpfung unterworfen ist. 


$ 3. Geometrische Deutung. 


Die folgende Umformung von Summen dreier Quadrate: 


ERMeT aTTnBe TV ENES BETTIeE Penn 


ist gleichwertig der Tebruchuregung 

9 1 

(4) ie u = 
und beide Aussagen betreffen ein besonderes Paar orthogonaler Vektoren im dreidimen- 


sıonalen Raum. 
Es seien 7}, Ja, Js zueinander orthogonale Einheitsvektoren; löst man das durch 


(1) gegebene innere Produkt in die Faktoren 


Jı Ja Ja R 
5 + ” “ Ioo 








v 
sowie 
e Bi 
pr 55 ei rg 
auf von setzt een 
i Ja un SE Bu. u in Ja . 
rt tik o+hTo-urk' ur ko 
für ganze A und k, so ist nicht nur entsprechend (1) 
la = 0, 
sondern es konvergiert auch der Grenzwert 
14 
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(2) lim Near „0, 


Nn>D —n 


und eine leichte Umgestaltung von (2) liefert das Additionstheorem der Funktion ctg u 
mit einer von u und v freien Zahl c, die sich nachträglich leicht bestimmt: 


(2’) lim ie at, = 


— lım Ar a SS + . + - \ = 
PR zewesn re 


Iy. 2 u 1 _ 1 4 


n>nR 














Wir EEE nun eine von u, © freie Ze Q,,: So zu bestimmen, daß die in (2’) 
getätigten Umformungen erhalten bleiben. Deshalb fordern wir den Zerfall 
a, = Ay(X) ax(£), 
wobei die Elemente der einfach erstreckten Folge a,(x) der Konvergenzbedingung 


(3) lim a) _ 0 





zu genügen haben. In (2’) steckt noch eine weitere Umsetzung, deren Verallgemeinerung 
wir zur Bestimmung von a,(x) verwenden, um für die Vektorkomponente 


n 


(3’) Jı lim >» Q, Apr 


n>%R 
einen Additionssatz herzuleiten. Aus 


ar,(2) ax(&) = al +8) -n(— %) 


—. 


entnimmt man 
ar,(%) — ER 


und wegen (3) schränken wir den zulässigen Argumentbereich ein auf 


(4) 0<ı<il, 0<Et<i-a. 
Mit an. = e?@4+°%) und den Ungleichungen (4) wird einerseits 
(5) Im Di a, 4, „=, 


während das in (2’) eingehende c verschwindet, weil sich 


”, An(® " ar(E) ac +£ a(— x) 
(6) lim ik a, 9, iu = lim {D) ae SEE + a B-forer 


na —n 














7 a—-E) macH+E) 
+2 u —v + u+h 
transformiert, und die bei Umsummation auftretenden Reste mit n-! gegen Null streben. 
Durch (5. 6) ist ein Additionssatz gewonnen für die Vektorkomponente (3’); letztere aber 
ist noch nicht jeder Lage im dreidimensionalen Raum fähig. Um vielmehr die kon- 
struierte analytische Funktion von u zur Beschreibung aller räumlichen Erscheinungen 
geschickt zu machen, benutzen wir die Zweidimensionalität der komplexen Zahlebene 
und verallgemeinern die in (5. 6.) ausgeführten Summen derart, daß z. B. an Stelle von 


u+o,h, v+ojl, Dr 








sic 


mi 


un 


zei; 


für 
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n 


u+oh+twk, v+o,l+w,m, Drikm 


a. 


in Verallgemeinerung von (6) auftreten. Die so ermöglichte Adjunktion von w,, Yy, N 
gibt den Vektorkomponenten die volle räumliche Freiheit und verallgemeinert (6) zu 
(2.2), welches in geometrischer Bezeichnung: 


(7) Jı8 + Jas (” m u. ® u + a8 en ” 4, 
neue) = 


sich als inneres Produkt beider Vektoren darstellt und 

(8) gr=0 
lautet. Nur fünf unabhängige Größen benötigen wir in Wahrheit zur Bestimmung des 
orthogonalen Vektorpaares (7. 7’), etwa — ;u,v,y,n. Die sechste Größe », gewinnt 


aber Bedeutung, wenn man (8) als Affinität des dreidimensionalen Raumes deutet, indem 
ein orthogonales Tripel von Einheitsvektoren vermöge dreier Drehungen der Richtung 
nach, sodann durch drei Streckungen der Hauptachsen zur gewünschten Endlage ge- 
bracht wird. Der diese symmetrische Raumaffinität bewirkende Tensor wird dann para- 
metrisch durch die Größen ®,, ®;; u, v, y, n bestimmt. Die als homogener Exponential- 
faktor in (8) eingehenden x, & heben sich heraus und können auf Null spezialisiert werden. 


Für reelle w,, Fu werden dann alle reellen q, t durch Parameterwerte dargestellt, die den 


Intervallen angehören: 
re, ie Nein 
0 @ı 10] 
Um die Abhängigkeit der Vektoren von den Parametern klarzustellen, gehen wir 
mit Hilfe von (1.5’) zu zweidimensionalen Sonderfällen über. Es wird z.B. 


Hey) 


a len) 
’ QYy — N Is — o9,Y 


und die Darstellung 


a MW) p ie a 
u (0) a dy+n) A-y+n) 
or „_ MI a __ I 
9 (0) rie %Ay-n) y+n) 
zeigt unmittelbar die Orthogonalität 
rt =0; 
für n= = =; wird z.B. 
f 103 
* a 2 2ri(y+®) ; ] 
Ds Pr [e Ja — Ja] 
2 





142) 
537 Y 
- 5 [ia + eote j,]. 


0,Y 
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$ 4. Orthogonalität im Funktionenraum. 

Die Formulierung (3.8) des Additionssatzes lief auf die Orthogonalität eines Vektor- 
paares im dreidimensionalen Raum hinaus. Indem wir auf die Fassung (2.2) zurück- 
greifen, Transformation n-ter Ordnung (n =1,2,...) vornehmen und das Argument 
y + n eliminieren, werden wir auf orthogonale Vektorpaare im n-dimensionalen Raum 
geführt; für n— insbesondere und gewisse Eigenwerte y, (k=0, +1,...) findet 
man an s ( ) dieselben Orthogonalitätseigenschaften, welche an Legendres Polynomen 


und anderen Unterfällen der hypergeometrischen Funktion verfolgt wurden. Aus (1.,) 
und (2.2) folgt 


IHENLERET 44 DU EL 4! 


somit durch Summation 


ee Y N y n—1 Y + n ’ n—1 Y + N 
< (. r ):| ) =$ (, Ar ‚) P- (, ri »e, +s (, 2. HP (. ee) 


Aus dem definierenden System (1.1.1’.2) entnimmt man 


n—1 y+tn y+n 
y% $ vo, =S$s . © 
0 u nn’ O1, @s U; n ’ wg 


und 


Eine Faktorenabspaltung rechter Hand tritt ein für 


„u. -k2 k=1,...r—-1), 
n 


in welchem Falle aus der Bestimmungsgleichung 


Y N 
(kan) +5 km =( 
n n 


für uvv,y+n=0(1l) folgt: 


ı = Yy N 


Die Bindung (2) zwischen y und n kann auch durch 9-Funktionen gegeben werden und 
lautet dann 


(2) oy-R ©) an) - oln+ 2) a = 0; 


zu reellen w,, % insbesondere existiert ein reelles 7. 
Weiter wollen wir rechts in (1) den Grenzübergang n > © einleiten, gebrauchen 


Setzt man e % = g, so gibt 


(1. 8°’), sowie das Verhalten von oo, =) für große Be i 
©;  ®ı 
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die Produktentwickelung für genügend kleine m, und ,—0 
1 


o() ‘pa u u) daiel ad +0(o1)}. 


Yy Im; 
(3) u 9 m 
we. n u; —, oa) 1-eiW 


und benutzen dessen Unabhängigkeit von u, welche eine Aufspaltung der rechten Seite 
in (1) ermöglicht; gleichzeitig entsteht links für u, v = 0 (mod. w,, ®,) ein bestimmtes 
Integral. Es sei zunächst 


u—v=—c=0 (mod. w, ®s), 
und die Integration beginne bei a #0 (mod. w,, ®,), so gilt 


Tal) 


Mit Hilfe von (1. 8) gelingt die Durchführung des Grenzprozesses c—>0 in (4); sie gibt 
a+o; 


(4°) Ei u du s( s(")- 
Teilen wir die ı le in Parallelstreifen, so liegen abzählbar viele Nullstellen: 


2 zw) =0 





Va o 2ni 
AUT ET) ee 


in dem durch die Bestimmung 


1 
(5°) 


1 
_ — << Yı=S5 


0, 3 2 





abgegrenzten Gebiet. Beginnend mit y, = 1 


5 ordnen wir die Nullstellen (5) nach wach- 


senden Ordinaten: 
(5”) 3%) < 3%,) „=0(). 
Für große |»| gilt dann . 


außerdem wird 


und alle Nullstellen von (5) sind einfach. Die durch (5. 5’. 5”) erklärte Zahlenfolge kann 
als das System der „Eigenwerte‘‘ zur Funktion s| : angesprochen werden; nämlich 


die Identität (4’) geht für ,A=0(1);<-+4A=+0 über in 


a+o, 


(6) f aus| | 
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zeigt also die Orthogonalität der „Eigenfunktionen“ () und N n ) Aus (4’) oder 
aus (1.5) fließt 


a+o; 


a+oı 
; Yy, We y, u; ? 
(6) / aus" )s( )=/ aus 'r)s( 5 ) 
a+ay 


-| du p(u) — @, Pla, y,) = — 27 — @, Pl, 1,). 


In dem von den Seiten > a 
im Gebiet 


0su<} 
(7) Bene, 


wobei u = ®, uU, + ®gQ, ist, liegt genau eine Wurzel £ der Bestimmungsgleichung 
(7) 27 +0, pld) = 0. 
Führt man zu Zwecken der Normierung den Quotienten 


de) 





8 - — = u —— 
( ) {| Yy, y ) Y, 
& 
ein, so kann (6. 6’) zuammengefaßt werden zu 
a+oyı : 
„ 1 ui 1 ui r == j >= 0 
(6 ) 11 du „u=1, für | 6° 


Damit kann das Problem angegriffen werden, eine analytische Funktion zu ent- 
wickeln nach s-Funktionen; für vorgegebenes f wird also nach einer Reihe 


(9) N b,v, = fu) 


gefragt, und insbesondere, wann die Konvergenzbedingung 


a+ao 


im (vw) | do y_,0}=0 
erfüllt werden kann. Die genaue Umgrenzung des Konvergenzgebietes durch Größen- 
schätzung von [dt f(t)y_,(t) zeigt z.B., daß alle ganzen Transzendenten des Geschlechtes 


0 oder 1 für nr 


rt als Reihen vom Typ (9) darstellbar sind. 
2 


$ 5. Anknüpfung an die %-Funktion. 


Es sei w,, ®, ein vorgegebenes Periodenpaar der z-Ebene, E,, Ey elliptische Funk- 
tionen dazu und G ein geeignetes Polynom zweier Veränderlicher mit Koeffizienten, die 
von z frei sind; dann ist G(E,, E,) = 0. Setzt man insbesondere p(z) = p, so existieren 
für v»=1,2,... zwei Polynome Z,;,(p) und N,.(p) mit Koeffizienten unabhängig von 
z, so daß p(»z) sich rational durch p angeben läßt: 


% Pl) =). 


aufgespannten Parallelogramm der u-Ebene, d.h. 














Maier, Theorie der s-Funktion. 111 


Die in z identische Aussage (1) drückt aus, daß die $-Funktion hinsichtlich ihres Argu- 
mentes „Multiplikation zuläßt‘“; eine Vervielfachung des Argumentes durch die natür- 
liche Zahl » beläßt die linke Seite von (1) in dem durch p gesetzten Funktionenkörper. 

Vervollständigt wird dieses Multiplikationstheorem durch Weierstraßens schöne 
Methode, die Koeffizienten inZ und N wirklich auszurechnen. Nämlich durch die An- 





fangswerte 
(2) vd, tl p=-p 
und die Rekursion 
917, 
(3) plz) — plo2) = 2 


ist eine Folge y, von elliptischen Funktionen des Argumentes z bestimmt. Aus (3) fließt 
aber für natürliche A > » die von p freie biquadratische Rekursion 

(4) Ya, = Pr Bid Pr Bi Wa 
die jedes y rational auf %,, Ya, yy oder p’, p(2z), 9(32) zurückbringt; die letztere Basis 
ist aber rational auf p, 9’ und algebraisch aufp allein reduzierbar. Setzt man darnach den 
Quotienten (3) zusammen, so muß wegen (1) 9’ herausfallen und die gewünschte rationale 
Gestalt des Multiplikationstheorems in Erscheinung treten. 

Die Konstruktion der einparametrigen Funktionenfolge y, vermittelt also die Her- 
stellung der Polynompaare Z,;1, N, des Argumentes p und liefert den gewünschten in 
p rationalen Ausdruck für p(»z). Eine leichte Verallgemeinerung bringt die Rekursion 
(4) mit natürlichen A,, Ag, As, A, in folgende Gestalt: 


a) Ya-a Yara Ya-a Panda + Ya Yan Yna Para F Yan Yan na Para, — 0 
die wir mit (1.12) vergleichen; beide stimmen formal überein, und da durch (1.12’) das 





volle Lösungssystem von (4’) bekannt ist, so schließen wir mit e —=(0 auf 
O( vz) 
5 zgy = € ; 
(9) y,(2) 82)’ 


Der Exponent im Nenner von (5) nimmt unmittelbar Bezug auf die Zweidimensionalität 

der komplexen Zahlebene und die Nullstellendichte der 9-Funktionen; die biquadratische 

Rekursion (4’) aber betont arithmetische Erscheinungen wie die Konstanz der Quadrat- 

summen für die Zeiger jedes Gliedes. Für nicht ganze » stellt y, keine elliptische Funktion 

dar, doch bleibt (4’) bestehen für die „fastperiodischen“ u 
2 


$ 6. Zur Multiplikation der s-Funktion. 


Die Aussage (5.1) verknüpfte in rationaler Weise elliptische Funktionen einfachen 
und vielfachen Argumentes. Nach (1. 5) ist das Produkt s(u) s(—u) und nach (1.1. 1’. 2) 
auch der Quotient en für natürliche » elliptisch. Mit von u freien Koeffizienten 
existiert also in drei Veränderlichen ein Polynom P, so daß identisch in u, x, y die Be- 
ziehung gilt: 

(1) P[s(-u), s(u), s(vwu)] = 0 (=2,3,...) 
Die Aussage (1) leitet eine Multiplikationstheorie der Funktion s(u) ein, die durch Elı- 
mination auf Zusammenhänge wie (5. 1) zurückführt, aber von jenen nicht umfaßt, wird. 
Zunächst gilt es, die Darstellung (1) explizite anzugeben. Dies gelingt durch An- 


n=0,1,...). 
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wendung des Additionssatzes (2. 2), aus welchem jedoch die variierenden oberen Argu- 
mente < +£,... erst entfernt werden müssen; dabei steigt der Grad der Funktional- 
gleichung um eine Einheit, und wir betrachten die s-Funktion nur in Abhängigkeit von 
ihrem unteren Argument. Überdies entnehmen wir zu Eliminationszwecken aus (1. 8’), 


daß 
(2) (9) +49 9) 0 


u —u 
ist.- Es seien u,v, wu-+v, u+wv —w=0 (mod. w,, ®,), und wir erlauben uns die 


abkürzende Schreibweise s(”, y) = s(? ); aus (2. 2) fließt insbesondere 
x 


A009 El RR EU 2 Ras E30 
0 Ka E09 a Ps 5 0) Eu aa IE 09 E 
za Fa 1 u En En Pas 1 HE 
a Fr Be U 2 Bar 11 Du 
52 rede 1 09 20 Par 2 0] 


NERTEATUTTRATEANGN 


u 51 Fand U Ward 3 Pad Fir] 


Wendet man auf die letzte Zeile nochmals den quadratischen Additionssatz an, so wird 
das obere Argument 2x entfernt, wonach es ausreicht, die unteren Argumente in die Be- 
zeichnung aufzunehmen. Es entsteht folgende Funktionalgleichung dritten Grades 


für s “ = s(u): 


(3) s(u) sw) s(w) + s(— u)s(u +v)s(u + w) =s(v)s(u + v)s(w — v) 
+s(w) s(u + w)s(v — w), 
die funktionentheoretisch auch direkt aus (1. 2. 4. 4’) folgt; die Lösung s(u) aber ent- 
hält drei unabhängige Parameter w,, w, und 2. 

In Form einer Tafel können wir nun die Anwendung von (3) auf die Multiplikations- 
theorie niederschreiben. Statt s(va) nehmen wir nur die ganze Zahl » mit, so 
daß je eine Zeile mit 12 Multiplikatoren im Einzelfall die Identität (3) vertritt. Für 
kleine |»| findet man z.B. 


| 














u 0) w,—u u+tvu+wWv -v+twv+tuww-+tu —w-+rv 
1 1 —2| —i 2 —iıi —)3 2 |—2 —1 3 
1 1 31 —1 2 414 2 2 —2 4 4 
(3°) 2 1 2|—2 3 4 4 1 3 2 4 —i 
3 1 —1|-3 4 4 1 — 2 4 |\—1 2 2 
1 1 4| —1i 2 5 1 3 2 4 5-3 
1 2 4 —1 3 5 |I2 2 3 4 5 2 














Wir vermissen die Anfangsfälle |»| < 3 in der aufgestellten Tabelle. Hier muß auf dı- 
rektem Weg die elliptische Funktion, etwa 





W. 


al 


wa 


leit 
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T,Y 
| CHEN Hz) Az + 2u) Du) 
| „{9) ” 90) 0% + u) Dan) En 


u 





algebraisch in gu ausgedrückt werden, worauf letzteres zugunsten von s(” ) entfernt 


werden kann. 
| Einen Sonderfall der s-Multiplikation empfiehlt es sich vielleicht, zuerst genauer zu ver- 
folgen, da er formal einfacher dargestellt werden kann. Mit u = — z schwindet nämlich 


(” ei und es kann die Identität (1), deren Koeffizienten in z elliptisch waren, ein- 


facher gefaßt werden. Benutzen wir @(z), s(”9) und s(”3) als Unbestimmte, so 


existiert dann mit von x, y freien Koeffizienten ein Polynom G, so daß für |v| = 2,3,... 
identisch in x, y 


(3°) G\p), s(” g' sl” ’)| Bun 


z v2 
wird. Gleichzeitig vereinfacht sich (3. 3’) erheblich 


Für+k=1,2,... sei s(”,#) =r, für v=2,3,... zudem p(»vz) = p, gesetzt; 


aus (3°) entnimmt man alsdann 


(4) nf’ =rr-, =ff-i1 >= ''', 
(#) nr=rnrnHtr-erzt, 
wobei zwar (4) nicht aber (4’) aus (1. 8°) in Evidenz gesetzt wird. Wegen (1. 5) folgt 
| zudem 
(4’') Ty Pi ——- 9 — 9, . 


so daß man durch Eliminationen eine algebraische Beziehung findet zwischen %(z), 
0(2z), O[(» + 1)z2]. Dies ist rechnerisch einfacher als die Benutzung der elliptischen 
Quotienten 


a" © 
Durch weitere Besonderung der Argumente in (3) gelangt man zur Bestimmung 
gewisser s-Werte durch Modulfunktionen. 





) $ 7. Konstruktion von Modulfunktionen. 
i Es sei &, =1, ww, = o gesetzt und J(w) >. 

Aus (1. 7.7’) folgt für -1<xr<0O 
4 d (0) 7 : 2) ezwivz 

(1) Yu) d = 2ni > ezrikw+u) . wi 4’ 

was bei großen J(w) zu Aromen für 
(1’) “ n — p—-Bizu , ) ; n 2 PR. N 
S u en ul BF on Bi 1 


leitet; wir fassen zunächst den Sonderfall ins Auge: 


Le 
u = rn (— 1)’ e®® 
\ u )- 2nie Si Fa 1° 
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Mit ganzzahligen &, ß setze man abkürzend für 0 <a? + ß? 
1 1 


_——, je 
(2) | me > =7.,(0), 


so wird identisch in zwar rı1(®) = 0; dagegen 


nie 


4 v orivo 
roılw) = = 2nie 2 u, Bi | 





und bei J(w)— 





ni ni bniw 
(3) roı(lo) =2nie? [-2 + OXew)] = —Anie? + Ole? ). 
Entsprechend folgt 
r ( ”_ 1) A 4 io 2niw 
(3’) r10 (0) = 22 3 erre  1 = n — Aner® + Ole"), 


so daß die drei Funktionen r,,(®) hinsichtlich ihres asymptotischen Verhaltens inner- 
halb der oberen Halbebene gekennzeichnet sind. Die Teilbruchdarstellung andererseits 
zeigt 


n (m > 





= ra-3,9,(® +2) = (1) rl +2), 


also eine additive Periodizität. Ebenso folgt unmittelbar die Transformation 
n —1i pe ) 
(2) Taplo) = — Tal) 


welche zusammen mit (3. 3’. 4) das im Existenzbereich endliche Funktionenpaar r,,;(®) 
eindeutig bestimmt. Setzt man nämlich, um zu Modulformen O-ter Dimension und der 
Periode 2 zu gelangen, mit » = 0, 1 den Quotienten 





’ b 
. (-1)’: ro) — riolw) 
4i-— — 
ro ©) Fıo( ©) ,1o), 
so wird für J(w) > 
’ b 
y,(0)=e *? +0le?), ei 
d 
und ebenso gilt für beide Funktionen die Periode e 
y,(0) = — 9,(w +2); 
unterscheidend ist die linear gebrochene Transformation : 
8 
, —1 
40h). \ 


Die hier benutzten Prinzipien, nämlich die Bestimmung des Transformationsge- 
setzes aus der Teilbruchdarstellung (1. 6), diejenige der ergänzenden Größenschätzung 
aber nach Vollziehung einer Summation etwa vermöge (7. 1’), sind der Verallgemeinerung 
fähig und führt zu einer Neubegründung der Theorie der Modulfunktionen. 

Mittels Cauchys Integraldarstellung etwa beweise man folgenden Hilfssatz: 

Es seien x und y reell, aber nicht beide ganz, so daß sin? (nx) + sin? (any) >; 
dann bleibt die Teilbruchreihe (1. 6) konvergent. 


Maier, Theorie der s-Funktion. 115 


Eine leichte Verallgemeinerung des in (2) gegebenen Funktionenpaares r,,; führt 
jetzt zu Modulfunktionen der additiven Periode 1. Man betrachte etwas das Sextupel 


ee 2 
u n h+k 
( : == lim u N == roı( ©) =r £ 1 o) 























” n>X@_n 1\ 0 1’ 
< 2 2 Tr ok + 2 / 
u 
a0 n 4ık+1 
( f *\- 1m a rn = ro(w) = (, ; 0) 
o7 "h+ Dr + ok 
1 
{2 ) —= lim ri IM nö " 0, o) 
1 0. 1 1 14° 
m +2 +o(k+-) 
1 
2? 0 n ge 1)* 10 
s f = lim hk u us = r\\j, g; PR 
Dr n h+z+ ok 
1 
{ M N lım z (= 1) — ] " 1 o) 
ital ..u - 1 ( I 11’ 
| 2 a 
1 
v x (- 1) + 
s — lım nk = Ei u @ 
I nrol+z) 





a ; 
dd 0). Diese sechs Repräsentanten 
’ 


bilden mod. 2 eine Gruppe, insofern für ganze rationale a, b, c,d; «a, ß, y, Ö 
a+2x5b+2B, _ ay+ıs [a 5b 
(iyarage)=t-0 Zi ) 
bleibt. Ubt man allgemeiner auf die Parameter a, b, c, d mit ganzzahligen Koeffizienten 
eine ganze lineare Transformation aus, so ändern sich deren Restklassen mod. 2 und 
die r vertauschen sich; man bilde eine Invariante durch Summation über die Elemente 
der Gruppe. 

Andererseits bewirkt linear gebrochene Transformation von w ebenfalls eine Ver- 
tauschung der r, und die Aufstellung der nämlichen Invarianten ergibt Funktional- 
gleichungen zur Kennzeichnung von Modulfunktionen. Bei der Durchführung dieser 
Aufgabe muß jedoch das Gebiet der s-Funktion überschritten werden; daher begnügen 
wir uns für den Augenblick mit der eben gegebenen Skizze. 


von nicht identisch verschwindenden Funktionen | 


Purdue University, Lafayette (Ind.), U.S.A., 13. 11. 30. 





Eingegangen 30. November 1930. 
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Elementarer Beitrag zur Fermatschen Vermutung. 


Von E. Netanjahu Mileikowsky in Jerusalem. 


Es soll ın dieser Note mit den elementarsten zahlentheoretischen Mitteln der fol- 
gende Satz bewiesen werden: 

Es sein > 2. Gibt es drei positive ganze teilerfremde Zahlen << y< z mit x" + y" = zn. 
dann ıst z nicht Primzahlpotenz. Ist n nicht Primzahl, dann sind x und y keine Primzahl- 
potenzen. Istn Primzahl, dann ist y nicht Primzahl. 

Beweis: Es kann (x, y) = (x, 2) = (y, 2) = 1 angenommen werden, ebenso n + % 
wegen der Unmöglichkeit von x + y* = 2. 

1. Angenommen, n sei Primzahl und z = p* Primzahlpotenz. Dann gilt wegen 
n>2:2+ya"+y"r. Esitz>14,daz2zy+Alund #>y"r +1 ist. Essix>2. 
Dann gilt 


9,2 5 Tg 
+y" 2 2 , n 22° + 2y? 5: 
(e +y)? 222 +29? — (x —y)? "202 + 2y? — (2 — y)2 


Daraus folgt ar >x2+y. Da z Primzahlpotenz ist, gilt 
nie thymi=p, z4y=p%, h>b. 
Daraus folgt x + yları — + yrıl, 

Es gilt ar... + yrmlnyr-! (mod © +y). Daher x + yInyr-1. Wegen 
(e+y,y)=1 gilt @+yn. Da n Primzahl und +y>1 ist, gilt +y=n. 
Auc+y=pr=enfolgy=1,p=ır+y Aus(ce+y">ar+yr=zr > p® folgt 
der Widerspruch. 

2. Es sei z Primzahlpotenz n=pn,, p>2 Primzahl. Es wäre dann 
(2)” + (y")” = (z”)”. Da mit z auch 2": Primzahlpotenz ist, folgt aus 1. der erste Teil 
des Satzes. 

3. Angenommen, es seien n und y Primzahlen. 








N n 


Es ist — EEE — x. Daher gilt 27-17 +.-- + am! = yı 2 — 2 = y", 


ı >tW und 2 — al" + --- 4a". Wegen 2"""+-:-+.""=na""" (mod 2 — r) 
gilt z— xjnarl, Da @ — xx) =1, 2—- x >z—yzZi und n Primzahl ist, gilt 
2 — ı=n. Ausz—rı=yhı=nfolgtt,=1,2 — x =y. Wegen (2 — x)" +ır <(2— x +2) 
gilt (2 — 2)" < 2" — a" = y*, woraus der Widerspruch folgt. 

A. Es sei n= pn, p Primzahl, n, >1, x (oder y) = p% Primzahlpotenz. Es ist 


it Me u nı nı N _— Mm 
Zn Et ym Dam —ym, 
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Daher gilt 
Type, >, zm — yullzmPU 4... 4 (ymyPıi, 
Daher gilt auch zu — ym|p(ym)P', Wegen (z4, — y”, ymn) =4 und 
zum _ yn—_ (z nn y) (zm—1 +...+ ym-l) >41 
folgt, da p Primzahl ist, zu - ym =p. Aus zum — ym — pz folgt , =1,pı = p. 
Aus 2 — ylz® — ym und 2 — y< mir... + ym-1 folgte z—y=141. Daraus folgt 
zm — ym 


p — zMı — ur u 


3 =2-+y, und dem widerspriht p=p, <xı<z. 


Jerusalem, Math. Institut der Hebräischen Universität, den 3. März 1931. 


Eingegangen 3. Juni 1931. 











Zur Approximation der Exponentialfunktion 
und des Logarithmus. Teil I. 


Von Kurt Mahler in Göttingen. 





In einer früheren Note (5) zeigte ich, daß die Zahl e und eine beliebige Liouville- 
Zahl stets algebraisch unabhängig sind. In der vorliegenden Arbeit werden diese Un- 
tersuchungen weitergeführt und folgende zwei Sätze bewiesen: 
Sınd ®,, d,,...,Oy irgend N algebraische Zahlen, die linear unabhängig sind in bezug 
auf den Körper der rationalen Zahlen, bedeutet ferner A eine beliebige Liouville-Zahl, so sind 
die Zahlen 


9 9 dy 
ar en 
algebraisch unabhängig ın bezug auf den Körper der algebraischen Zahlen. 


Bedeutet z den reellen Logarithmus einer positiven rationalen und von Eins ver- 


schiedenen Zahl oder ist z=n, bedeutet ferner ) eine beliebige Liouville-Zahl, so sind die 
beiden Zahlen 


ni 
algebraisch unabhängig in bezug auf den Körper der algebraischen Zahlen. 


Der Beweis dieser Sätze beruht auf einer Einteilung aller transzendenten Zahlen 
in drei Klassen nach ihrer Fähigkeit, sich durch algebraische Zahlen mehr oder weniger 
gut annähern zu lassen. Zwei Zahlen, die algebraisch von einander abhängen, gehören 
immer zur gleichen Klasse; also sind zwei Zahlen in verschiedenen Klassen gewih 
algebraisch unabhängig. Diese Klasseneinteilung ist kurz in Kapitel Eins dargestellt. 

Um dieselbe aber anwenden zu können, müssen schärfere Sätze abgeleitet werden 
über die Approximation der Werte der Exponentialfunktion und des Logarithmus in 
algebraischen Punkten durch algebraische Zahlen. Dazu wird von den entsprechenden 
algebraischen Fragen ausgegangen. Sind @,, ®@g..., @_ voneinander verschiedene 
beliebige Zahlen, o,, 03, .. :, 0" beliebige natürliche Zahlen, so gibt es ein und nur 
ein System von Polynomen 





bzw. vom Grad o, — 1, & —1,..., 0, — 1, so daß die Potenzreihe 


[eo ) 


| m | 
R [z ©; ... ai Arlz| ©; ... nn ok: — Cy 2! 
a EEE ae e2 


genau mit dem Anfangsglied 


zeiteg ++ 0m-1 


(ı +t&@ +: +0,—!)! 





als 


mi 


Zıe 


Sie 
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beginnt. Die Funktionen A;(z) und A(z) lassen sich explizit durch Differentialausdrücke, 
vielfache reelle Integrale und einfache Cauchysche Integrale darstellen; es handelt sich 
bei ihnen um Ausartungen verallgemeinerter hypergeometrischer Funktionen. Wie ich 
neuerdings fand, finden sie sich bereits in einem Brief von Hermite an Pincherle (2) vor, 
jedoch ohne arıthmetische Anwendungen. Diese Funktionen haben eine Reihe merk- 
würdiger Eigenschaften; wird z. B. gesetzt 
ı Od... Om) 9... I +... Om zu. 
An(z peak 9 (h,k=1,2...m), 

so ist die Determinante 

Au (e| 9 Da)l = ent tm (de =0, +0), 

| +: dz 
also nur im Nullpunkt gleich Null. Dieselben Funktionen stehen ferner, wie gezeigt wird, 
in einer merkwürdigen Beziehung zu den Polynomen, die Hermite bei seinem klassischen 


Transzendenzbeweis für e in der Arbeit (1) benutzt. 
Die rein algebraischen Näherungen für die Exponentialfunktion 


1@y... Om) _ „,@1 + Om) og 
Al2| 01 De) Al: ee 
gehen in arıthmetische über, wenn die Parameter gleich Zahlwerten gesetzt werden. 
Zunächst sei m fest, während die Zahlen o, bis um eine Einheit den gleichen über alle 
Grenzen wachsenden Wert haben und w,, ®g,..., © je gleich verschiedenen alge- 
braischen Zahlen sind und z = 1. Nach einem Verfahren von Siegel (7) läßt sich aus den 
dann entstehenden numerischen Näherungen folgender Satz folgern: 
Sind die N algebraischen Zahlen ®,, ®,,..., Oy linear unabhängig in bezug auf den 
Körper der rationalen Zahlen und gemeinsam ın einem Zahlkörper vom Grad n gelegen, so 
gibt es eine positive Konstante Ty,, die nur von N und n abhängt, so daß der Wert des Aus- 


druckes 


M Mx 
A1dı te. + And 
= NERE > a , a= max (la,..ı,|) >0 
)=0 Ay=0 01... dh 


An=0,1,..,Myx 


mit ganzen rationalen Koeffizienten für genügend großes a der Ungleichung 
Ir|> u 7 a) 


genügt. 

Hieraus läßt sich speziell die Aussage über Beziehungen zu Liouville-Zahlen her- 
leiten. Im Fall N =n = 1 kann man noch genauere untere Schranken erhalten. Man 
kommt zu dem weiteren Ergebnis: 

Die Koeffizienten der linearen Form in i,e,...,e”, 


m 
= a; ek a= max (la.|) >0 
Aa ee 
seien ganz rational. Dann gibt es eine positive Zahl c, die weder von m, noch von den Koeffi- 


zienten a, abhängt, so daß für genügend großes a die folgende Ungleichung besteht: 
cm!log (m-+1) 
| r| > ee log loga 


Dies Ergebnis ist eine geringe Verschärfung der bisher schärfsten Resultate von 
Siegel (7) und Popken (5) über die Annäherung an e. 
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Auf ähnliche Art kommt man zu Aussagen über die Annäherung an Logarithmen 
und insbesondere an die Zahl 2ri =logi. Dazu wird in 


R(2 9 u ") - Salat m) gen 

d.:+ / 01: Om 

0, = 0, =: = 0. = 0 festgehalten und m über alle Grenzen wachsen gelassen, während 
+ = k — 1 ist und z gleich dem betreffenden Logarithmus. Dann ergibt sich die Existenz 
von unendlichvielen Annäherungen an z durch angebbare algebraische Zahlen vom Grad 
o — 1, aus der die Angabe über Beziehungen zu Liouvilleschen Zahlen hergeleitet werden 
kann. Es läßt sich noch folgender Satz beweisen: 


Es gibt eine absolute Konstante ce >1, so daß für eine beliebige natürliche Zahl m und 
m + 1 ganze rationale Zahlen a, 4, - - -, dm mit 


a= max (|a,|) = a(m) 


=(,1,...,mM 


m 
2 dr nt ir 
0 
besteht. 


Die Untersuchungen dieser Arbeit können auf die Binomialreihe übertragen werden; 
man erhält so für den Spezialfall der Wurzeln reiner Gleichungen einen neuen Beweis 
des Thue-Siegelschen Satzes.*) — 

Herrn Prof. Siegel möchte ich an dieser Stelle danken für eine Reihe von Verbesse- 
rungsvorschlägen; er hatte die Güte, mich auf einige Irrtümer aufmerksam zu machen. 
Mein besonderer Dank gilt ferner der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft 
für ihre Unterstützung. 


die Ungleichung 
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Außerdem sind die Arbeiten von Morduchai-Boltowskoj zu nennen, die mir aber ihrer Sprache wegen nicht 
zugängig waren. 


I. 


1. Bei Untersuchungen über transzendente Zahlen kann man oft von einer Klassen- 
einteilung der Zahlen nach ihrer Annäherungsschärfe Gebrauch machen, die hier kurz 
dargestellt ist. 

Es bedeute z eine reelle oder nichtreelle Zahl, m und a zwei natürliche Zahlen. Die 
arıthmetische Funktion 


R“ ” | Yun 
om (a|2) = @m(a) PL ) 
5 ax 26 +0 
k=0 


*) Dieser Beweis ist inzwischen erschienen in der Arbeit: „Ein Beweis des Thue-Siegelschen Satzes für 
binomische Gleichungen“, Math. Annalen 105 (1931), S. 267. 
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ist höchstens gleich Eins und nimmt nicht zu, wenn m und a wachsen. Jeder der oberen 
Grenzwerte 


Om(2) = m = lim - ae... 
ist entweder positiv unendlich groß oder eine endliche nichtnegative Zahl. Mit wo, ist 
für m’ Z m auch w„’ unendlichgroß; demnach gibt es einen Index u(z) = u, so daß w,, 
für m< u endlich, für m u unendlich ist. Die beiden Zahlen ® und u sind nie 
gleichzeitig endlich. 
Definition: Eine Zahl z heißt 
A-Zahl, wenn »® =(, u=+%, 
S-Zahl, wenn O<o<+o, u=+m, 
T-Zahl, wenn = + ©, u=+%, 
U-Zahl, wenn = + ©, u<-+% 
ist. Jede Zahl gehört einer und nur einer von diesen vier Klassen an. 
2. Der Sinn der Klasseneinteilung ergibt sich aus einigen einfachen und altbekannten 
Hilfssätzen, deren Beweis auf Liouville und Dirichlet zurückgeht. Man hat mit der Ab- 
1 für reelles z 
2 für nichtreelles z) 
a) Für eine algebraische Zahl z vom Grad n ist 


kürzung o(z2) =o = 


m +1 n i n 2 
u -Is„2— —1 für m<n—Ji, „>= — -iIfürmen-1; 


oao=(0, u=+9%; 
b) Für eine transzendente Zahl ist 


-. Er -1 fr m=123..3 0 L 
o co 
Die Menge der A-Zahlen ist also identisch mit der Menge der algebraischen Zahlen, und 
man hat das Transzendenzkriterium: 
Eine Zahl z ist dann und nur dann transzendent, wenn es zu jeder noch so großen 


Zahl Q >O eine natürliche Zahl m und unendlichviele Lösungen der Ungleichung 


m 
0< > 2 <a”, a = max (|a;|) 
k=0 k=0,1,...,m 


in ganzen rationalen Zahlen ay, Ay, - - :, dm gibt. 

Weiter gilt folgender Satz !): 

c) Wenn zwischen den beiden transzendenten Zahlen z, und z, eine algebraische Glei- 
chung mit rationalen Koeffizienten, die nicht alle verschwinden, von der Form 


Qı Q, 


2 2 Asa, 242 = 0 


a=0 =0 
besteht, so ist 
Om(2,) SA, — 1 + 0, @ma,dg(2), ml22) SA — 1 + 0, @ma (2) 
©(2}) S A,0,0(2,), ©(25) <A, A, w(2,) 
u(2,) Sa, u(2), A(25) S Azu(2,). 
Die Klasseneinteilung in A-Zahlen, $S-Zahlen, 7-Zahlen, U-Zahlen ist somit in- 

variant bei dem Übergang von einer Zahl zu einer algebraisch abhängigen Zahl; zwei 
Zahlen in verschiedenen Klassen sind immer algebraisch unabhängig. 


!) Siehe meine Note (5). 
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Offenbar sind die speziellen U-Zahlen mit « = 1 identisch mit den sogenannten 
. Liouvilleschen Zahlen (4). 


II. 

3. Zu m natürlichen Zahlen o,, 0,, . . -, 0, und m voneinander verschiedenen kom- 
plexen Zahlen o,, ®y, ..., ®, existieren nach bekannten Sätzen über homogene lineare 
Gleichungen m Polynome 

Ar(2| ©: © nu; (k =1,2,...,m) 
0ı @ Om 
höchstens der Grade o, — 1, & —1,..., 0. —1, die nicht alle gleichzeitig identisch 


verschwinden, so daß der Index Ah, des ersten nichtverschwindenden Koeffizienten a,, 
in der Potenzreihe 


on 


er © m) 
Ar (2) 1*’°+»- " eok2 Bon Ay 2* 
2 O1: +: Om r 


h=0 


der Ungleichung 
M=4-29+120 


genügt. Irgendeine der so bestimmten Summen werde bezeichnet mit 


und m ihre Ordnung, M ihr Überschuß genannt. 
Bedeuten D, D”', J die Operatoren 
D=-4, D"I=[...ds, I=f...d, 
so gelten folgende Rechenregeln: 
D*?e” Alz) = e”Az.l2), Azcel2) = (w® +D)’*Al@) (e=0,1,2,...). 
Ist A(z) &0 ein Polynom und ®=# (0, so sind die Polynome A,,(z) und A_,(z) auch 
nicht identisch Null und von genau gleichem Grad wie A(2). 


Gemäß der Definition von ? (z a 2 m sind die Poiynome 
1 ne.» m 
Aufe| re) (k=1,2,...,m) 
01: + + Om 





6 a en +0 sein. Ist dann 


1:+ + On 


nicht alle gleichzeitig identisch Null; es möge etwa A u(z 
h == H, so wird 
De" R (2 | w ... or vo. B A#(z) e(®k-®n)? 
01: + + Om —1 
k+h 


...© m =. 2...;, 
ee) (an) 
En 


wobei die Polynome A}(z) höchstens vom Grad eo, — 1 sind und dasjenige mit dem 





Index 4 nicht identisch verschwindet. Die Potenzreihe von R(z u begann 
1 oo. m & 
aber mit der (M + 3’ g, —1)-ten Potenz von z, so daß die Potenzreihe der E 
k=1 e 


Funktion 
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Da er A [z |... ng 
01 Bi Om 


m 


mit der (M + PN 0 — 1)-ten Potenz von z anfängt; letztere muß daher nach der obigen 
Er 
Definition gleich einer Funktion 
Rlz © — MM:  M-1 7,0 Or — DOn::.: Om — ie 
4 + Or 9 Om 





ee om) 


01: + + Om 
der Ordnung m und mit positivem Überschuß kann man daher stets zu einer Funktion 


der gleichen Art von der Ordnung m — 1 und von ebenfalls positivem Überschuß absteigen. 
Dieses Verfahren kann wiederholt werden, so daß aus der Existenz einer Funktion 


der Ordnung m — 1 und des Überschusses M sein. Von einer Funktion R(z 


ala: > . beliebiger Ordnung und von positivem Überschuß die Existenz einer 
| 1°’ ++ Om 

ebensolchen Funktion der Ordnung 1 mit positivem Überschuß folgt; eine solche existiert 
aber gewiß nicht. 


Damit ist gezeigt: 


m 
Der Koeffizient der („2 0, — 1)-ten Potenz ın der Potenzreihe jeder Funktion 


Rlz ve w ist ungleich Null. 
01: ++ Om 


Hieraus lassen sich eine Reihe von Folgerungen ziehen. Offenbar besteht erstens 
der Satz: 

Satz 1. Seien 9,, dy,..., Ox komplexe Zahlen, die in bezug auf den Körper der 
rationalen Zahlen linear unabhängig sind. Dann sind die Funktionen 


dız do2z Darz 
1 2 N 
zZ, € ‚„e „oe 


algebraisch unabhängig in bezug auf den Körper der komplexen Zahlen. 


Zweitens folgt, daß die Funktion R(z > er Bi eindeutig bestimmt ist, wenn 
u 
verlangt wird, daß ihre Potenzreihe genau mit dem Gliede 
„it tom 


at ta —Ni 
beginnt; diese Annahme werde von jetzt ab gemacht. Alsdann sind auch die Polynome 


| 
Arlz I ET u eindeutig bestimmt, und zwar sind sie drittens alle nicht identisch 
 K1’*'+ Cm 


Null, sondern vielmehr genau von den Graden o, — 1,0, —1,..., 0, — 1. Viertens folgt, 
| 


daß die Funktion R [2 z ul Ka, in den Zahlpaaren 
1 .e.»* m 


(0101), (®z203), (OO) 
symmetrisch ist. 
4. Wegen der Eindeutigkeit und nach der Annahme über den ersten nichtverschwin- 
denden Koeffizienten in den zugehörigen Potenzreihen ist 


'® za-1 
R [ ) ERBEN». - er 
ı 0 (0, — 1)! 


R|z 01 @g... - = jeRle 0 — Wy... Om — “ 
| 0102 0. Om 02 nn. On 


16* 
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und folglich 


R : 0 @... u - (e"* > u J®) I: (e'"m-ı7 9m 2) J’m-1) em ®Om—ı)2 _ e rn 


01 02 Ah O,n (0m En 1)! 
oder nach einer einfachen Umformung 


al Ei = 
. 02: + +» Om 


In—2 


[B kl, — u Wen EN u en 
-f eh für Bes f dm. e, - Die WM... .- De -M 


x erh) tot) +++ 04 1m 2m) } nl 








Damit sind die Funktionen Rlz 9 95 Mr explizit bestimmt. 
01 O2: - + Om 
| 
5. Auch für die Polynome A; [2 e. - u kann eine explizite Formel angegeben 
) 1° +» m 


werden, nämlich 


| m o£—1 
Aula) 91 @a on) — [Jo — + D)® = (k=12...m). 


O1 O2: Om 1 (9, —M)! 
h+k 
Denn für m =1 stimmt diese Formel; sie sei bereits für alle Polynome 
Arlz V — W::.. Om — .) 
| 02 ++» Om 


mit m — 1 Paaren (w,— ®,, 0,) bewiesen. Wegen 
Rz Y:... er 2 Je Rlz  — dd... Om— . 
01. ++ Om 03 ER Om 
De” Alz) =e”-(® + D)* A(z) 


eilt sie dann auch für die Polynome Aula! . A: mit von 1 verschiedenem Index k; 
1 oe.» m 
das Polynom A ı(z u Dr welches auf diese Art noch nicht bestimmt ist, muß 
„ro 


dann nach der bewiesenen Symmetrie von Rlz e .. in den Zahlpaaren (®,, 0,) 
I 1 ... m 
gleichfalls die behauptete Form haben. 
| v .. * Om 


Der Differentialausdruck für Aulz läßt sich in ein Cauchysches Inte- 


01: + Om 
gral überführen. Ist als Potenzreihe geschrieben 


mM & 
_ (k) ni 
[ [x -— oa +D) % = aD, 
h=1 i=0 


h+k 
so wird nach dem Cauchyschen Integralsatz 


k) u 
a [Tan 40° ’ mn 


© h+k 
wobei über einen genügend kleinen Kreis C, um den Nullpunkt in positiver Richtung 


integriert wird. Wegen 
0g—1 e——1 


Aulz Vi... . = JM 1 y4 
 0ı--» 





I=0 ’ (.,—-t—i)l 





ist 


Ai 


da 


De 


und 


Im 


bes 


ist, 


Die 


bes 
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ist daher 
© 1.3\1 
ed — ' (23) 
A [z © . be 1 P I! da u 1 ec dz 
k\* re Se Iri : se u m ee 
" ‚ ” /I (on +3) 73% ur /I (0: — on + 5)" 
hak un 
da die Funktion 
m l 
[Tau -ntm 2 ® 
h=1 I=gk 


im Nullpunkt regulär ist. Bedeutet C, einen genügend kleinen Kreis mit positivem 
Richtungssinn um den Punkt o;, C„ einen genügend großen um den Nullpunkt mit 
positivem Richtungssinn, so wird folglich ?): 


| 25 
e# Arlz ic en 1 = ed d3 


wet 7 
h=1 
R(z u De) BL u. 
+ Kr m ’ R o 
» ] [on 
h=1 


Dem letzten Integral entnimmt man die Differentialgleichung 


/ j (D E on) R (: 01... . en 0, 
h=1 01: + Om 
und zwar ist R(z Bi se die einzige Lösung dieser Differentialgleichung, die 
I 1 .0.. m 


im Nullpunkt eine Potenzreihe mit dem Anfangsglied 


ze ++ @m-1 


(at +m—d)! 
besitzt. 


6. Wenn Ah und k Zahlen der Folge 1, 2,..., msind und wie üblich 
u =|ı für h=k 
0 fürhtk 
ist, so werde gesetzt: 


19%... M) ch m) 
R; 7 1 m ne R 7 1 m ) 
| | e, 5 e_ \ 0] + On ui On r Om, 
A © Om { v dm 
hk| 2 = Ag|2 
1 On e, + On Om + hm 


Die quadratische Matrix 


besitze die Determinante 


D(2| 91° . 
01: ++ Om 


*) Diese Formeln stehen bereits bei Hermite (2). 
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und durch Fortfall der A-ten Zeile und k-ten Spalte entstehe aus ihr die Unterdeter- 
minante 


01: + Om 
ı@®;. 


Offenbar ist Anlz r- ein Polynom in z vom Grad o, + ö,, — 1; der Koeffizient 


1: ++ Om 


der höchsten Potenz von 2 m. sich aus der Darstellung als Differentialausdruck zu 


'@9. 


01: 
mit dem Koeffizienten der höchsten Potenz gleich 


er ll I, [tor m)". 
Ik 
Aus den linearen Gleichungen in den Größen e®:ı?, e®:?, ,, ., e®m? 
Sana)” re erh: — Aula | © u (h=1,2,...,m) 
ei I'b:++ a rs 
folgt andrerseits durch Auflösung nach e®*? die Identität: 


Fa 
D(z 'o@]. .. ion eok? — "Fr yyPtkn u [2 pe: .. > m) R (z 1 ”). 
WR S- RE 


: u SE 





Die Determinante D(z ns un ist folglich ein Polynom in z vom Grad 0, + +, 





Also ist D(z | j " durch die Potenz z°1*""" "m teilbar, daher 
j 1 . m 


Due urrrrmern! 211 Km 
Ir 


9. 


Wenn z nicht verschwindet, so ist demnach he pi 
1° 


a nie gleich Null. 


7. Die Matrix Alz 





n..0 ") besitzt als Funktion ihrer Argumente eine Reihe 
5 m 

merkwürdiger Eigenschaften. Werden z.B. die Zahlen g,, 03 - - -, 0. gleichzeitig um 
Eins vermehrt, so multipliziert sie sich nur mit einer Matrix, deren Elemente rationale 


Funktionen in z von beschränktem Grade sind. Mittels einiger Formeln von Hermite 


gelingt es, wie wir zeigen wollen, auch die zu Alz | re i on) reziproke Matrix zu be- 
) 1 eo. m 
stimmen. 
Es sei 
Fa)=] I 6 - (h=1,2,...m) 
!=1 
und 
>”; dFu(3) 
a . e h = 2 ...- m b) 
Un(2 | 3) — dj? ( 1, ’ ) 


so daß identisch 


S Frta) e”®dz = — Bulzla)e”* 





ist 


Da 


Hp 


Po 
An, 


De 
De 


Mit 


mit 


Da 
anc 
Pot 


d.] 


ein, 
e(ok 


die 
teil 
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ist. Zur Abkürzung werde gesetzt: 


za rem (z|w,) 2 Al: n u = ) 
m” N Aae 12... 
„21 + er + On g@rtenz f Fı@)e * da "m Ru ( Di... ne 
ok 0] nn On 


Dann besteht die Identität 


\ 


ar Tr u 1... 
Up, (2 1 “ e”k2 aa Ur y4 | ı vr el: — Ruxı y/ ı ") (h, ki 1, 2, .. „Mm). 


01: + + Om 1: ++ Om 01...P 


“in 


1 a . besitzt in der Umgebung des Nullpunktes eine 


1°: Om 


Potenzreihe, die erst mit der (0, + + o,)-ten Potenz von z beginnt. Die Funktionen 


Die Funktion Ruulz 


|... @ 


Uulz i : ») sind Polynome in z genau vom Grad (o, + + 0,) + d. — 0, —1. 
En 7 


Der Koeffizient der höchsten Potenz von z in Uu|z ‚@...0 


, ") ergibt sich leicht aus der 
1 ... »* Um 


Definition zu 


(9 — 5)! II (0; — De 
I=1 


I+k 
|®1... Om | 
Mit Az ’ ’ werde weiter die quadratische Matrix 
I 1 u m 
u(: re eu . (Uı(z ar >=) ) 
&-.:-- ı 01: ++ Om 
I. Be ; ; a 
mit DI z . : ihre Determinante bezeichnet. 
Ei; 
8. Offenbar ist Dz u; ch - ein Polynom in z genau vom Grad 
0 ee. On 


(m - Dat + On)» 


Da die Glieder in der Diagonale dieser Determinante jeweils von höherem Grade als die 
anderen Glieder in der gleichen Spalte sind, so ist folglich der Koeffizient der höchsten 
Potenz von z gleich 


(4 - lo -N!...(, -N/ I] Tor - N)", 
Te 
d.h. gleich dem Produkt der entsprechenden Koeffizienten für die Diagonalglieder. 


In der Determinante D|z | Ee Es werde jetzt für U: | 5 ung der Wert 
u U 


%u(z | Er rn — elor-0,)2 %l: Br . Lem Ruu|z RER “) 
01: + + On | 1° ++ Om ER 


eingesetzt und alsdann fürk = 2,3,... m von der k-ten Spalte die erste multipliziert mit 
e'®+-©,% subtrahiert. Die Glieder in diesen Zeilen gehen dann alle über in Potenzreihen, 


RR i ’ |... ww 4 
die erst mit der Potenz z°1*"""* “mbeginnen. Also ist »lz| . ») durch z"Pteit + +em) 


1: ++ Om 


teilbar und die Formel von Hermite 
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Vi... Om m m 14 N 
2: ) = (, -MN)!(& —1)!... (0, — 1)! / / (w, — 0)" met +0 
= 01: +: Om I EI ı 
I+k 


bewiesen ?°). 


9. Die vorige Identität ergibt sich auch aus einer Beziehung, die zwischen den 


beiden Matrizen Als Er und ul) © a " besteht. Es ist 


1 01: ++ Om Fi ah 
m I 
N An (2 0]. ig eu — Rulz w . ee (h ai 1, 2, m), 
ei | 01: + Om 01: +: Om 
%l: mir EU an Aulz Be er e®® = R; n(2 ur (k,i=1,2,...,m) 
441 . On 0 u On | 01 ’ On 
und also 
- [M) M) |, . [M) 
ee N Ayı (z . ") Aulz n N = 
= 1 m 0] - On 
a |  ° 1. ag | 6 
= %l: u. Rulz rn — > Ayı (2 m Rn (2 | Ic ” ) 
| 01: + + Om 01: +: Om | 01: +: Om | 01: Oy 


Auf der rechten Seite dieser Identität stehen lauter Potenzreihen, die erst mit der 
(0 + + o„)-ten Potenz von z beginnen. Die Ausdrücke links 


m | | | 
>" Aulz] 9 Ua) u: — Ela | Om\ 
1 01: ++ Om 01: + + Om 01: Om 


sind als Polynome also durch diese Potenz von z teilbar. Andrerseits ist das Polynom 
Anlz ei nu ui vom Grad o, + ö,, — 1, das Polynom Ay, (z 2 ar we vom Grad 
1°°'* Cm ı bı1 ++» Em 


| 
ar tt -a +1 Folglich ist En (z | re - ein Polynom vom 
1 ... m 


Grad (0, +°''+0,) —1 für Ah+#k und vom Grad (eo, +:::+0,) für h=Kk. 
Im ersten Fall ist es demnach identisch Null, im zweiten Fall aber identisch gleich einer 


Konstanten mal 2°*"""*®”», Indem wir Gebrauch machen von den Koeffizienten der höchsten 


Potenzen von z in den Polynomen Ay, (z er Iibe >=) und Mlz On), die früher 
1 oo. m m 


bestimmt wurden, gelangen wir also zu den Formeln: 





1... "e 


1 e1+*** tm .. a. 
En(: —2 fürh=k, 
01: ++ Om 


0 für h#k. 


Diese m? Gleichungen lassen sich in die eine Matrizengleichung 


ale . u 9 en — zZut tm p er 
a ie (eı Om) 


zusammenfassen; dabei bedeutet der Akzent die transponierte Matrix und P(e,... 0,) 
die Diagonalmatrix 


°) Vgl. hierzu und zu den vorigen Formeln die Arbeit (1) von Hermite. Der Hermitesche Beweis benutzt die 


Zerlegung der Matrix u(z | = u in in einfachere Faktoren. 
1 ..» 


m 








EN li 








Dı 


er; 


au 


G: 


ist 





+0 


m) 


den 


der 


ie 


ö ET ee EN N. N, 2 








Mahler, Zur Approximation der E.rponentialfunktion und des Logarithmus. 129 








19 0| 
01 f 
0 °— 0 
Plo...0,)=|, ® 
0 0 E. 
Om } 
Durch Übergang zu den Determinanten folgt wieder die Hermitesche Identität; ferner 
ergibt sich, daß die Unterdeterminanten Dax (z n e\ von A (z u De >=) bis 
+ u Lin m 
auf von z unabhängige Faktoren gerade gleich den Polynomen Anl: n. Be >.) sind. 
Bee um 


Die vorige Matrizengleichung läßt sich als Verallgemeinerung einer bekannten 
Gammabeziehung auffassen. Man zeigt leicht, daß für A(z) > 0 


es) m 

[43 e ©. 9 0) ... —Öö sn 

Anılz u ") == zeıt ven f / / (3 - Be 9)" Ale " dz 
01 u Dun 0 I=1 


ist, wo über die positiv reelle Achse integriert wird. Also ist nach oben: 





25 nn m d 
Ei end; (SII6+ oa - ot ner) -Plan-.. on): 
2ni - 0,+6 m 
& Oß+ u — warm 0 I=1 hk 
I=1 hk 
und diese Matrizengleichung enthält im Fall m = 1 die Formel 
EI ED FRREEREUEER | 
Im) nl J Sie 5; 
die ein Spezialfall der Funktionalgleichung 
7T 
ET ze 
der Gammafunktion ist. 
III. 

10. Die Zahlen w,, ®2,..., ©. mögen alle in einem algebraischen Zahlkörper 
it n-ten Grades liegen. Es sei 0, = 0, =: = 0, = o eine über alle Grenzen wachsende 
natürliche Zahl; mit c,, c,,.... werden positive Konstanten bezeichnet, die von o nicht 
abhängen. 

Den Integralformeln in 4. entnimmt man die Ungleichung 

| @ 
Ralt Pe " ze ol) i k=12...,m). 
01°: + Om 0: 
Weiter ist nach der Differentialformel in 5. 
| ... ” [-o—6 —t-drmiı ni zer ine! 
A (z w Vn - | | 4 " u e—Öp] ID )! 2 EEE 
hk | WRRE ng [I & )} ( 0% ©,) (0 4 Önk -. 1)! 
Ik 


wobei die Summen nur bis zum Index o erstreckt werden brauchen. Sei 


2= I — oh). 


h,k=1 
h<k 
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Der Ausdruck 
an (©: ie wi _ get. An[1 | O1... ri 
01: + + Om 01: + + Om 


(m — 1) (20 +1) 
2 ’ 
dessen Koeffizienten ganze rationale Zahlen von der Größenordnung O(cg o!) sind. 





ist alsdann ein Polynom in den Zahlen w,, ®,, ..., @) vom Grad = 


Durch die Gleichungen 


mit 


01: + - Om 01: + + Om 
sind m linear unabhängige Formen in den Zahlen e”* gegeben. Seien 


2 mer = 1 (h =1, 2,.:,4; u<m) 
k=1 


u unabhängige Linearformen in den e”«* mit ganzen rationalen Koeffizienten, für die 
max (|üaxu|)=a, max (n|)=[r 








r=1,2,...,u h=1,2,...,u 
k=1,2,...,m 
ist. Alsdann sind die « Formen t,, tz, . . -, t„ zusammen mit gewissen m — u der Formen 
rn | ra ER ‚ etwa den Formen 
01 de Om 
Di... Om O1... Om Di... Om 
r ( [47 | ) ...37M__ | ) 
H 01: + + Om : 01: + + Om i — 01: + Om 
linear unabhängig. Die Determinante 
Pe j =” (® ; | 
Anl Arm 
01 . Om 1 . Om 
w] « Om © Om 
= ) 2 rl ) 
u ee u 
dj Am 
| Au Am 
ist also von Null verschieden; sie ist offenbar ein Polynom in den Zahlen w,, ®a, . » -, On 
m(m — 1)(m — u)(2e +1) 





vom Grad mit ganzen rationalen Koeffizienten von der 


2 
Größenordnung O(cf ol!"-*a*); demnach ist nach bekannten Sätzen 


2 — O(cz ollm-un—1) alr-Dr) ö 


Sei die Unterdeterminante von ö zur !-ten Zeile und k-ten Spalte mit öj bezeichnet; dann 


ist offenbar 
ö% = Ololm—riar), Öfkerm v Si >=) —= co!” ar) füris<sIsm -— u, 
1 ..e. ® m 
ö% = Oolmrar), I u-mtu — Ole olm-r ar-!r) fürm—u+i1sism, 








Ir 


d 
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und wegen der Identität 


Öc”k — Zr “le a wi +2 | (— 1)" HH n- m-+ u 


wird 

1 == O(cio olm'n-1)—un ar) 4 O(cı ollm-un aun—1 r) 
oder 

cı ollm=un arn—1 r > Cı2 — Cı3 ho ol —1)— m ann, 


Wir machen jetzt die Annahme 
un >m(n —i) d.h. u> m(1 = + 
ist a genügend groß, so gibt es dann immer eine größte Zahl o, so daß 


c 
12 > c13 ho ol Dun qun 


2 
wird; daraus ergibt sich die asymptotische Gleichung 
log o! m — E log a 





un -—m(n —1) 
und folglich 

rzZa" mit e>0O für a=2au(e) 
mit dem Exponenten ®) 


(m — uJun® _ _ __ _mum 4 
un -—m(n -i) un —mi(n —1) 








r=un -1+ 


11. Seien 9,, 9,,..., dv N algebraische Zahlen im Zahlkörper $ n-ten Grades, 
die linear unabhängig sind in bezug auf den Körper der rationalen Zahlen, M,, M3, ..., Mx 
und 4, Hy ++, 4y Je N natürliche Zahlen; die Koeffizienten des Ausdrucks 
Mı MN 


) y ) / 2 dv + e.+ +4 d 1. 
t — .o.e Aiys-Ay e 1 1 N a — max ( Air Ay ) be 0 
A=0 Ay 1 =0,1,...M1 


An=0,1,..,MNx 


4 


seien ganz rational. Die Linearformen 


}y == 0, er Yı 
2181 +++ +Ayd . 
ua 


n= (m + Ma +1)... (av +1) 


von der Anzahl 


in den Ausdrücken 


4, =0,1,..,M, + 
ey An, O4... = = A ıd, ++. + Ad | 


et... Matm 
der Anzahl 
m=(M, +m+1W\M +w+1)...(Mv+tun+1) 





*) Siehe wegen des Beweisverfahrens in 10. die Arbeit von Siegel (7). 
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sind offenbar linear unabhängig, und jeder der Quotienten 





liegt zwischen positiven endlichen Schranken, die von den Zahlen a;,...„, nicht abhängen. 
Für e>0 und a=a(e) besteht also die Ungleichung 
ka 

mit 

en n(M ++)... (Mt +) (mtl)... (ur +1) Be 

n(1, +1)... (un +1) (rn —-1)(M, +u+1).::(Msr+tus-+t1) : 
wenn 
nm +1)... (ur +) (in - NM +Mm+1)... (Marta +1)>0 

ist. Diese Ungleichung kann durch die Annahmen 


_ M, 
an 
2n —1i . 








erfüllt werden, denn dann ist 














a4 +1 an —1 
also 
u I Mn n —A 2n 1 
a ee u Ze a a ee a 
en {un (el u due 
und 
N 
II+ HH) 
na BER. I <2n, 
BER in. 1 BE... 
ini pı +41 
so daß 
e M, 
r<s2n (u +1)... (un +1) -1is "Al: Ei an + ) — 1 
2n —1 


wird. Für N = 1 kann die eckige Klammer fortgelassen werden, so daß dann 
t<s2n(2n -—A)M, + (2n —1) 
ist. Damit ist bewiesen: 
Satz 2. Seien ©, ®,...,®v N algebraische Zahlen eines Zahlkörpers 8 n-ten 
Grades, die linear unabhängig sind in bezug auf den Körper der rationalen Zahlen. Sind 


dann M,, M,,..., My irgend N natürliche Zahlen und die Koeffizienten der Linearform 
2 d ... f 
)4=0 Ay=0 4 =(,1,... M| 


An=0,1,..,Mx 


ın den Zahlen 


ePit..-+Aydy 





g 


m 


ul 


ge 


ist 
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ganz rational, so besteht für ae Er a en Kr 


mit einer positiven Zahl Tx,, die a von n und N abhängt. Die Zahlen 


d DZ Dar 
1 2 N 
e b} e b) [2 [2 [2 ’ e 


sind also algebraisch unabhängig in bezug auf den Körper der algebraischen Zahlen. 
Für N =1 ist speziell, unter Beachtung der früheren Definition 

Omle) S 2n(2n -—A)m-+ (2n —1), wilehı) <2n(2n —1), 
also e* eine S-Zahl. Allgemeiner folgt leicht aus den eben gezeigten unteren Ab- 


schätzungen für tr, daß jede von den Zahlen 


do D; Dur 
1 2 N 
PER 


algebraisch abhängige Zahl entweder eine A-Zahl oder eine S-Zahl oder eine T-Zahl ist. 
Unter U eine beliebige U-Zahl, 2. B. eine Liouvillesche Zahl A verstanden, sind also die 


Zahlen 
ee... U 
stets algebraisch unabhängig. 
12. Das letzte Ergebnis enthält die Aussage, daß die Zahl e eine S-Zahl ist. Bei 
Benutzung der Hermiteschen Formeln kann man zu einem schärferen Resultat gelangen. 


Es werde wieder 0, = 0, =": = o,„ = o als große natürliche Zahl angenommen 
und dann 
m Ba 
Uu(2 0 Hrnasıla wP ,) : 
m \ O1l...m 
Ru: ) = Razı,k ala 
0 00...0 


gesetzt, so daß 


ist. Wegen 
Wrrl2 ”\ -- : z(m+1)e—i— LE; FG) r vo . Je 9nl 
IME Ze Aw= [76-0 


ist klar, daß die Polynome IE n) lauter ganze rationale Koeffizienten mit dem ge- 
meinsamen Teiler 
(o —1)! 


- 


besitzen. Die Zahlen %, (1 " sind also gleichfalls durch (o — 1)! teilbar. 


Di 


Es ist als Integral geschrieben: 


U! 2) - [fte- gr di, 
Rau|t 7) - [/76- Ye un 


Wenn o über alle Grenzen wächst, so ergeben sich hieraus mittels der Methode von La- 
place leicht asymptotische Formeln !). 


1) Siehe (1), 8.157 und (8). 
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Im Integral für A|! | n) wird das asymptotische Verhalten durch das Verhalten 
des Integranden bei 3 = (m + 1)o bestimmt. Hier ist aber 


/Io+k- 


und durch einfache Abschätzungen zeigt man 


| -—[ _ı an u 
97 (1 | ) „FTr None 3 V qyem+De (m+De „—m+De 
all, me ((m +1)eo) we Fre (en ee 


und erst recht 


u 
wu 3(m+De L, 5 





(k . l)o m z(mtle-1e 3,0 








lt 2) - (7 (m + yytDe ot, ee. 


Bedeute weiter ö, die Wurzel der Gleichung 


im Intervall (A —1,4) für A =1,2,..., 


- [Ik — |), 


m und sei 





&- u 
Das Integral 


wird für großes o nach der u Methode asymptotisch gleich 
| / An 
T 
0094 


während sich die Funktionen Rau| A | e additiv aus mehreren dieser Integrale zusammen- 





Dann ist also 


Für großes m ist r leicht abzuschätzen. Ze hat 


=(A—-L)A-1-2)...1- 8) 8 +1)... +m—A)sA(lm— AH)! 


und da w © ') um so kleiner ist, je kleiner |m +41 — 24], so ist 





em 


Man hat also erst recht: 


ab 


vc 


ki 


so 


ist 


ist 


al 
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43. Seien jetzt a, 4,...A, m ganze rationale Zahlen und das Maximum ihres 


absoluten Betrages 
a= Ina (\a;|) 


k=0, ‚m 
von Null verschieden und sehr groß. In on Ausdruck 
ae =r 
k=0 


können die Werte e* eliminiert werden mittels der Formeln 


(17) = Melt") + Alt)” ) (hk=04,..., 


so daß 


ist. Die Determinante 


ım 
al?) 
0 h,k=0,1,..., m 


ist nach der Hermiteschen Formel von Null verschieden; die Linearformen 


m 


In= Na ult|”) ke0,1... 


k=0 


m), 


IN Ay Ay. ., Am können also nicht gleichzeitig verschwinden. Sei etwa Z,, von Null 
verschieden. Dieser Ausdruck ist dann eine durch (o — 1)! teilbare ganze rationale Zahl, 


da alle Koeffizienten lt 2) es sind; also wird 


L,|>(e-N! Ve 


Seien wieder c,, €3, . . . positive, wohl von m, nicht aber von a und o abhängige Zahlen. 


Man hat nach den Formeln in 12. 


m 


Ve 


Be) 
also 
mie? 


Ve 


(m + qy-+ne tie, ui | > u JE ca 


7, 7 j 


und 





C3 02e”® — c,aml® 
Ir = c,(m de qy+De ER EEE 
Jetzt werde oe gewählt als die größte natürliche Zahl, die der Ungleichung 
le -APTE? Ss 20, am" 
genügt. Dann ist gewiß 
ologe = loga + olog (ml e) + O(log o) 


und 


JIogaı 
jog] log a’ 


ım\ m!® | m c m m gm 
N aRm|t 0 ) s cd —— ol „= Be 3 (m + 1/‘ .. +19 „— +e 
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Es wird also 


log |r| > (elog e — @ + 0(1)) -{(m +1) alogo — (m + 1) olog "7 + 001} 
oder 
log r| 2 — mloga — {m log(m e) -— (m +1)lo +! + l ((1+ o(1)) 
„Aldi 8 log log a ; 
Also ist für e>0 und a >al(e) 
A+E 





m— 
\r| > a logloga 
und zwar besitzt A den Wert 


A = mJlog (m! e) — (m + 1) log 





en aa ß +1 = m?logm + O(m?). 
Damit ist folgender Satz bewiesen: 
Satz 3. Die Koeffizienten der Linearform 


r=MTtAer'''tAme", qa= max (lao|, laı|, (A|) 
seien ganz rationale Zahlen, die nicht gleichzeitig verschwinden. Dann gibt es eine positive 


Zahl c, die weder von m, noch von den Koeffizienten der Form r abhängt, so daß für a a(m) 
die Ungleichung 





ein cm?log(m+1) 
\r| > a logloga 
besteht }). 
Speziell ist also nach den Definitionen und Hilfssätzen in 1. und 2. die Gleichung 


o(e) = 1 
erfüllt, so daß die arithmetische Funktion & für die reelle Zahl e den kleinsten überhaupt 
möglichen Wert Eins annimmt. Es ist allgemeiner auch 


o(e)=1, 
wo z irgendeine rationale Zahl bedeutet. Dagegen gilt 
1 
w(te?) = DE 


so daß für nichtreelle Zahlen der Mindestwert 1/2 von w ebenfalls erreicht wird. 


y) Siehe die Arbeiten von Siegel (7), S.31 und von Popken (6). 


Eingegangen 5. Januar 1931. 








